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Vorwort. 



Die Cauchy'sche Methode der Auswertung reeller bestirarater Integrale ermittelt 
den Wert eines Integrals mit komplexen Variabein über eine geschlossene Kurve und 
daraus durch Trennung des reellen und imaginären Teils die Werte von reellen Integralen 
zwischen bestimmten Grenzen. 

In vielen Fällen ergeben sich als natürliche Grenzen — cx> und -(- oo bezw. und 
-|- oo, oder und 2 n bezw. und n ; in anderen Fällen bieten sich nach der Beschaffen- 
heit des Integrals aber auch andere Grenzen dar. Endlich erhält man durch Substitu- 
tionen Integrale mit neuen Grenzen. 

Neben der unmittelbar aus der Definitionsgleichung des bestimmten Integrals sich 
ergebenden Methode kann die Cauchy'sche allein eine „direkte" genannt werden. Während 
aber die erstere Methode an der Schwierigkeit leidet, dass die vorzunehmenden Operationen 
(Summierung einer Reihe und der nachherige Grenzenübergang) nur selten ausfühi'bar 
sind, hat die letztere neben dem Vorzug deutlicher Übersicht der auszuführenden Opera- 
tionen (welchen sie mit der ersteren gemein hat) den der vielfältigsten Anwendbarkeit. 
In der That kann die Cauchy'sche Methode die allgemeinste und f nichtbarste aller 
Methoden der Auswertung bestimmter Integrale genannt werden. Trotzdem aber ist ihr 
in den meisten Lehrbüchern über Integralrechnung nur verhältnismässig wenig Raum 
gewährt. 

Diese Thatsache, sowie das Interesse, das der Gegenstand an sich verdient, waren 
es, die es mir als eine dankbare Aufgabe erscheinen Hessen: zu zeigen, dass die Cauchy'- 
sche Methode von der grössten Bedeutung für die Theorie der bestimmten Integrale ist, 
und darauf hinzuweisen, dass ihr bisher nicht derjenige Platz in der Reihe der Verfahren 
zur Auswertung bestimmter Integrale angewiesen ist, der ihr von rechtswegen gebührt. 

Beispiele zur Cauchy'schen Methode finden sich vor allem in der grundlegenden 
Abhandlung von Cauchy*) selbst, ferner in den Werken von Natani**), Jordan, 
Bertrand, Briot et Bouquet, Schlömilch, Thomae, Schläfli u. a. 

Die in vorliegender Arbeit behandelten Beispiele gehören zum grösseren Teil einer 
Gruppe von Integralen an, in denen die komplexe Funktion f(z) unter dem Integral- 
zeichen das Produkt aus einer rationalen Funktion und entweder einer Exponentialfunktion 
oder einer Wurzelfunktion oder eines Logarithmus ist. Die Grenzen der hieher gehörigen 
Integrale sind im allgemeinen — cx> und -|- cx> bezw. und -f- ^' Sodann fand Berück- 



*) Cauchy, Memoire snr les integrales d^finics prises entre des limites imaginaires, 1825. 
**) Natani, Die Höhere Analysis in 4 Abhandlungen, 18G6. 
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sichtigung eine zweite Gruppe, in der die abgeleiteten reellen Integrale solche von trigono- 
metrischen Funktionen sind; die Grenzen sind hier und 2n bezw. und tt. Cauchy 
selbst hat eine Reihe solcher Beispiele hergeleitet mittels Transformation aus solchen 
der ersten Gruppe. Es dürfte daher immerhin noch einiges Interesse haben, andere 
Beispiele von Integralen trigonometrischer Funktionen in einer mehr direkten Behandlung 
zu geben. Unter die gewählten Beispiele dieser trigonometrischen Integrale sind auch 
solche aufgenommen worden, die direkt unbestimmt integriert werden können. 

Mit der Auswertung dieser Integrale, welche allen wichtigeren, in den Integral- 
tafeln von Bierens de Haan aufgeführten Gruppen angehören und als Vertreter dieser 
Gruppen gelten können, ist wohl die oben behauptete Fruchtbarkeit und fast allgemeine 
Anwendbarkeit der Cauchy 'sehen Methode, sowie — besonders im Hinblick auf die 
Leichtigkeit, mit der man zum Resultate gelangt — die Überlegenheit derselben über 
die anderen (indirekten) Methoden nachgewiesen, die — sollen sie zum Ziele führen — 
vielfach Kunstgriffe erfordern, bei deren Anwendung der Zufall oft eine wesentliche 
Rolle spielt. 

Dass die Cauchy'sche Methode nicht in allen Fällen zum Ziele führt, dafür soll 

u. a. das Beispiel (21) Je-**dx ein Beleg sein. Da innerhalb des dort gewählten 

Integrationsgebiets (das wegen der besonderen Beschaffenheit der Funktion e-** unter 
dem Integralzeichen nicht grösser genommen werden kann) und auch auf demselben keine 
Unstetigkeitspunkte sich befinden, auf deren Vorhandensein ja eben die Auswertung der 
Integrale beruht, und da ausserdem das Integral über dem oo grossen Achtelskreis (wie 
schon in § 22 gezeigt wurde) gleich Null ist, so ist ohne weiteres ersichtlich, dass unsere 
Methode im vorliegenden Fall versagen und eine blosse Transformation des gegebenen 
Integrals auf ein anderes das Ergebnis der Integration sein muss. 

Cannstatt, im November 1902. 

Eugen Schmid. 



§ 1. Satz. 

Bildet eine geschlossene Linie ü die Begrenzung eines Flächen- 
stücks T und wird die komplexe, innerhalb dieses Flächenstücks T 
und auf der Begrenzung U den Charakter, einer einwertigen Funktion*) 
tragenden Funktion f(z) in einer endlichen Anzahl von Punkten inner- 
halb dieses Gebietes unstetig, so ist das auf die Begrenzung ü er- 
streckte Integral 

f(z)dz 




gleich der Summe der Integrale längs kleiner geschlossener Linien, 
welche die sämtlichen innerhalb ü befindlichen ünstetigkeitspunkte 
einzeln umgeben, alle Integrale in derselben Richtung genommen**). 



*) also einer eindentig^en Funktion, die keine anderen als polare Unstetigkeiten besitzt, d. h. 
Punkte, in denen die Funktion einen nnendlich grossen Wert besitzt, der unabhängig ist von dem Wege, 
auf welchem die Variable zu dem Punkte gelaugt. 

**) Es ist dieser Satz ein besonderer Fall des folgenden: 
„Wenn in irgend einem mehrfach begrenzten Flächensttick T und auf dessen Be- 
grenzung die Funktion f(z) der komplexen Variabein z synektisch, d.h. endlich, stetig 
und eindeutig ist, so ist das auf die äussere Begrenzung U erstreckte Integral 



/ 



f(z)dz 



u 

gleich der Summe der auf die inneren Begrenzungen zu erstreckenden und in dem- 
selben Sinne wie ersteres genommenen Integrale, vorausgesetzt, dass beim Umkreisen 
einer der inneren Begrenzungen der Wert der Funktion 
nicht geändert wird.'' 

Diese letztere Bedingung ist wesentlich. Sie trifft z. B. nicht zu, 
wenn innerhalb einer der inneren Begrenzungen sich ein Verzweigungs- 
punkt der Funktion f (z) befindet. Befinden sich innerhalb eines solchen 
aber zwei derartige Punkte, so kehrt bei besonderer Beschaffenheit der 
Funktion f (z) beim Umkreisen der fraglichen Begrenzung die Funktion zu 
ihrem alten Werte wieder zurück und der Satz behält alsdann seine Rich- 
tigkeit. Die Funktion f(z) braucht hier also innerhalb der äusseren 
Begrenzung U nicht notwendig eindeutig zu sein, wie es der obige Satz 
verlangt, wo jeder der Ünstetigkeitspunkte von den inneren Begrenzungen 
einzeln umgeben wird; sie kann innerhalb der inneren Begrenzungen 
sehr wohl mehrdeutig sein (s. Beisp. 8, Anm. 2 und Beisp. 39). 
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§ 2. Es seien a,, ag, ...an die Punkte innerhalb ü, in denen f(z) unstetig ist. 
Umgeben wir dann jeden dieser ünstetigkeitspunkte mit einem kleinen Kreise vom 
Radius r, so ist in Bezug auf jeden dieser Kreise, wenn wir 

z — a = r e* 9* 
setzen, 

271 

f(z)dz = i I f(a + re*'')re*»'d(jp; 



also, wenn f sich auf die äussere Begrenzung bezieht, gemäss des obigen Satzes: 

271 








f(z)dz = i> f(ap + re»'f)re'*dy. 



U 



Die Funktion f{a^ -\- u), die für u = unstetig wird, lässt sich nun aber in eine 
nach ganzen positiven und negativen Potenzen von u geordnete Reihe entwickeln zwischen 
der Peripherie unseres Kreises vom Radius r und derjenigen concentrischen, welche durch 
den Unstetigkeitspunkt geht, der a am nächsten liegt. Wir betrachten aber r als eine 
ins Unendliche abnehmende Grösse; damit gilt die Entwicklung 



n = 00 n SS 00 



f(ap + u) =2a„u» +]^B„u-' 



n = n = l 

für alle Werte von z, die im 2. Kreise liegen; somit 

271 271 271 



hbob /» n = 0» /^ 

+ re*v)reivdy = iS^An j r»+'^e(^ + '»)iVd(p + i^Bn 1 r*-"e(» »^'^^dy. 

11=0 t/ n=i «y 




u 



Sämtliche Integrale rechts haben Null zur Grenze, mit Ausnahme des mit Bj multi- 
plizierten : 



271 



iB, I d<p 



= 27riB,. 



U 

Es ist aber B, nichts anderes als der Koeffizient von - - in der Entwicklung von 

f(ap-[-u). Diesen Koeffizienten nennt man nachCauchy das „Residuum von f(ap)"; 
wir bezeichnen denselben durch 

Bj = Resf(ap) 

und haben damit den für unsere Methode fundamentalen 

Satz. 

Das über einen gewissen Umfang erstreckte Integral einer Punktion, 
die innerhalb dieses Urafangs eindeutig, ist gleich der Residuum- 
summe aller innerhalb dieses Umfangs befindlichen Ünstetigkeits- 
punkte multipliziert mit 27ri: 
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p=n 



(A) j f(z)dz = 2?iiVResf(ap). 



1 u 



p = l 



Befindet sich auf dem Umfange selbst ein Unstetigkeitspunkt, so ist für diesen eine 
Ausbiegung zu machen. Geschieht dieselbe nach innen, so kommt dieser Punkt nicht 
weiter in Betracht, geschieht sie aber nach aussen, so ist das zugehörige Residuum in 
die Summe rechts mit aufzunehmen. 

§ 3. Für Punkte in der Nachbarschaft eines der Unstetigkeitspunkte a konnten 
wir entwickeln: 



n ^ QO n s' oo 



f (a -[- u) =2 An u- +2b„ u - ". 



n = n = 1 

In dieser Entwicklung von f (a -\- u) ist nun aber die Anzahl der mit negativen 
Potenzen von u behafteten Glieder immer eine endliche, wenn die Funktion f (z) in z = a 
unendlich wird: von welcher Seite her die Variable diesem Punkte auch immer sich 
nähern möge. Eine solche Unstetigkeit wird eine „polare Unstetigkeit" genannt (s. Note *) 
zu § 1). Wir heissen Punkte, in denen eine solche Unstetigkeit stattfindet, „Pole". Ist 
nun also a ein Pol, so ist 

f(a) "' 

und die Funktion -sv-r ist an dieser Stelle vollkommen stetig, also in nächster Nähe 

f (z) 

von a die Funktion -^7-^- entwickelbar nach ganzen positiven Potenzen von u: 

= % f a,u + a2u2 + ... 



f(aH-u) 

Wegen -rj-v = wird aber a« = sein. Ausserdem kann noch eine beliebige Anzahl 

f(a) 

von Koeffizienten a^ ag, ... verschwinden. Nehmen wir an, aa sei der 1., wo dies nicht 
stattfinde, so erhalten wir 

1 



"f(a + u) 



:rrrasU«-has+lU« + * + . . ., 



womit 



f (a -f u) = 



oder 



f(a + u) = - 



asU« + as4-iU'* + * + as+2U«+« + . . . 

J^ 1 

u« * as + as-f lU -f as+2U^ -f • • • 

(f{\X) 



Vi^ ' 



wo (p (u) eine Funktion , die für u = stetig bleibt und nicht Null wird ; man kann 
also setzen: 

<jp(u) = bo + bjU + b2U^ + .. ., 
woraus sich ergiebt: 
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Im Falle eines Pols ist also die Anzahl der mit negativen Potenzeh von u multiplizierten 
Glieder in der That endlich. 

Zur Bestimmung der Koeffizienten b schreiben wir obige Gleichung in der Form 

u«f(a4-u) =bo + b,u4-b2U^+. . . 

Und da u«f(a + u) in der Nachbarschaft von a endlich und stetig, so ist nach dem 
Mac-Laurin'sclien Satz 

für den Fall, wo v verschwindet. Damit also: 

bp = - , - '--^ „-— ^ ) für V = 0. 
^ p! (Ji;P 

Setzen wir zur Abkürzung 

lim v'* f (a -|- '^) = '^P {^\ 

V =0 

SO erhalten wir den Koeffizienten von — in der Entwicklung von f(a + ^)) d- h- unser 
Residuum in der Form 

(8-1) 

b»_, = Resf(«)=-^^Ä_; 
damit aber als Wert unseres Integrals für den Fall von Unstetigkeiten sten Grads: 




(B) ■• '(^)^"^"S7S^. 



p=n (8-1) *) 



U 



WO 

t^(ap) = lim v^f (ap -|- v). 



i» =0 



Enthält die Funktion f(z), wie es vielfach der Fall, nur Unstetigkeiten 1. Grads, 
so brauchen wir nur s = 1 zu setzen und erhalten, wenn wir statt v den Buchstaben u 

verwenden: 

Resf (a) =(//(«) = lim uf (a + u). 



u = 



und damit als Wert unseres Integrals für den Fall, dass f (z) innerhalb ü ausschliesslich 
Unstetigkeiten 1. Grads besitzt: 

(C) 



f(z)clz — 27ii>^lim uf(ap-l-u). 



U 

§ 4. Wir entwickeln noch Resf(a) für den Fall, dass f(z) das Produkt zweier 
Funktionen F(z) und ^>(^) ist, also für 

f(z) = P(z).y(z). 

F(z) sei innerhalb unseres Integrationsgebiets durchaus stetig und y(z) eine Funktion, 
die in diesem Räume eine Reihe von Polen a,, a^^ Og, . . . besitze. 



*) wo unter 0! — wie allgemein gebräuchlich — die Zahl 1 verstanden wird. 
**) Caucby hat diesen Satz in anderer Weise in seinem Memoire sur les integrales d^finies entre des 
limites imaginaires (1825) hergeleitet. 
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Dann gelten die Entwicklungen 

F(a + u) = a^ + a,u -|-a,u» + . . . = P(a) + -j-, ^-(0)+ ^'j F"(a) + 



II 



11 



und 



9)(a + u) = -J?- + -^?^,- + -*'£i- + - •• + bs + b»+,u + bs+,u« + ... 



für den Fall, dass f/)(z) für z = a unendlich wird in ster Ordnung. 
Damit aber 

f(a + u) = (ao + a,u + a,u« + ..0(-^+-?lT + l^ 

1 



Der Koeffizient von — in dieser Entwicklung, d. h. das Residuum, lautet daher: 
Res[F(a).g)(a)] = boag-i + b, aB_a + b2a8-3+ • • . H-b,-ia^ 

= B 



(p-1) (8-p) 

Sr^ Wia) .F(a) , . ,. . / , X 



u=o 



und somit 



(D) 



p = g (P-1) (»-P) 



« p = l 



wo das Summenzeichen auf alle Pole a innerhalb des Integrationsgebiets sich bezieht. 
Wird f/)(z) in z = a nur in 1. Ordnung unendlich, ist also s = 1 für sämt- 
liche Pole, so haben wir 



(E) 



WO 



F(z) . y (z)dz = 27ti^F(a) . ip{a\ 

u 



ip(a) = lim u</)(a -[- u) 



u = 



und das Summenzeichen dieselbe Bedeutung hat wie vorhin. 

I. Auswertung von Integralen mit den Grenzen 

— cx) und + ^ bezw. und + cx>. 
a) Die Halbebene als Integrationsgebiet. 

§ 5. Der geschlossene Umfang, innerhalb dessen unsere Funktion f(z) eindeutig, 
aber nicht immer stetig ist, sei der Teil der Abscissen- 
achse von Punkt — R bis 4-R) wo R beliebig gross, 
und der über dem Abstände dieser Punkte als Durchmesser 
beschriebene, in der oberen Halbebene gelegene Halb- 
kreis H, der also seinen Mittelpunkt im Koordinaten- 
ursprung hat. Lässt man dann R ins Unendliche wachsen, 
so ergiebt sich zufolge Gleichung (A), wenn a^, a^, ->? 
öj, . . . an die polaren Unstetigkeitspunkte sind, die sämt- 
lich innerhalb unseres Integrationsgebiets und nicht etwa auf der Umgrenzung des- 
selben — auf der X-Achse — liegen: 
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p = n 



(F) Um f(x)dx+ f (z) d z =^ 2 TT i^] Res f (gp), • 

wo rf(z)dz das über den unendlich grossen Halbkreis genommene Integral bedeutet. 

Reelle Unstetigkeitspunkte. 

§ 6. Diese Gleichung (F) gilt gemäss dem Satze in § 1 für den Fall, dass die 
Funktion f(z) in dem oben definierten Gebiet mit Einschluss der Grenzen selbst, 
d. h. der X-Achse und dem unendlich grossen Halbkreis der oberen Halbebene, den 
Charakter einer einwertigen Funktion hat, also eindeutig ist und stetig, ausgenommen 
in den polaren Unstetigkeitspunkten a innerhalb dieses Gebiets. 

Triift nun aber die geforderte Eindeutigkeit und Endlichkeit der Funktion f (z) in 
Bezug auf die Grenze der X-Achse nicht zu, besitzt also die Funktion f (z) in einzelnen 
Punkten dieser Achse „nicht polare" ünstetigkeiten, oder hat sie Verzweigungspunkte, in 
denen sie endlich oder unendlich wird, oder hat sie polare ünstetigkeiten, in denen sie 

ihre Eindeutigkeit nicht verliert, so ist darum die Auswertung von J"f(x)dx mittels 

der Cauchy'schen Methode keineswegs unmöglich. 

Erleidet die Funktion f(z) in einem Punkte der X-Achse eine „nicht polare" ün- 
stetigkeit, oder ist ein Punkt derselben ein Verzweigungspunkt, so ist dieser Punkt ein- 
fach durch eine ausschliessende Ausbiegung zu umgehen; behält die Funktion dagegen 
auf der X-Achse ihre Eindeutigkeit und erleidet sie in einem Punkte derselben eine polare 
Unstetigkeit, so steht es in unserem Belieben, denselben durch eine ausschliessende oder 
einschliessende Ausbiegung, die beliebig ist, aber doch so klein, dass sie keinen zweiten 
ünstetigkeitspunkt umfasst, zu umgehen. Bei Einschluss des Pols in das Integrations- 
gebiet tritt selbstverständlich das bezügliche, mit 2 Tri multiplizierte Residuum zur Summe 
rechts hinzu. Es geht daraus hervor, dass bei Vorhandensein reeller Unstetigkeitspunkte 
das gefundene Resultat nur verständlich ist bei Angabe des Wegs, über den das Inte- 

+ 00 

gral J'f(x)dx genommen wurde. Unter dem Symbol 



— X 

+ 00 




f(x)dx 



— eo 



wäre demnach das über die ganze X-Achse erstreckte Integral zu verstehen, mit Aus- 
nahme derjenigen Teile dieser Achse, die in der Nachbarschaft und zu beiden Seiten der 
auf der Achse liegenden Unstetigkeitspunkte sich befinden, wo der Weg ins imaginäre 
Gebiet ausbiegt. So findet sich z. B. 



dx = ^ctg^(2p + l) + 2ei7r, (für2q>2p + l) 




1 - x^^i q *=* 2q 

— R 



WO Q eine der Zahlen 0, — 1 , -1- 1 bedeutet, und zwar 0, wenn die beiden, für die reellen 




vy 
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Pole X = + 1 zu machenden Ausbiegungen (die beliebig sind, aber doch so klein, dass 

sie keine zweite Wurzel der Gleichung x-^^ — l =0 

umschliessen) auf derselben Seite der Abscissenachse 

gemacht werden ; — 1 , wenn die Ausbiegung für den 

Pol X = — 1 auf der positiven Seite , diejenige für 

X = + 1 ö-uf der negativen Seite gemacht wird ; + ^ » 

wenn das Entgegengesetzte der Fall ist (s. Beisp. 2 

pag. 31 und 32). 

§ 7. Für unseren Zweck ist es nun aber von 
Vorteil, von dieser Definition keinen Gebrauch zu 

machen, sondern unser Integral in den ünstetigkeitspunkt (ß) hineinzuführen und dasselbe 
zu definieren durch 

/3— r, -fco 




\1/ 



(1) 



— 00 



lim f(x)dx + 




f(x)dx. 



ß + r 



.+« 



Indem wir nämlich durch unsere Auffassung von J" als Integral, dessen Weg in 

— 00 

seiner ganzen Ausdehnung sich auf reelle Punkte beschränkt, das Imaginäre von unserem 

00 

Integrale fernhalten, können wir im allgemeinen zu ^f übergehen, während dies bei der 

anderen Auffassung in den wenigsten Fällen möglich ist. 

§8. Cauchy'scher Hauptwert. Es ist nun aber ohne w^eiteres einleuchtend, 
dass dem in den ünstetigkeitspunkt hineingeführten Integral vielfach kein endlicher Wert 
zukommt ; findet dies statt, so bleibt uns noch der Ausweg, zu untersuchen, ob nicht etwa 

+ 00 

eine Integralfunktion J'f(x)dx, für welche wir r und r, in bestimmter Abhängigkeit 

zueinander stehen lassen, also z. B. r = r, voraussetzen, einen endlichen Wert hat. In 
der That kommt es häufig vor, dass, wenn auch obige Grenzen unter (1) nicht exi- 
stieren, doch 

ß-x +» 



(U) 



lim 

r==0 




- 00 



f(x)dx-|- I f(x)dx 



einen endlichen und bestimmten Grenzwert besitzt*). Es ist dies bekanntlich der Cauchy '- 
sehe Hauptwert; wir bezeichnen ihn fernerhin kurz mit: Hptw. J^f(x)dx. 

In unserer Formel (F) [§ 5] ist das 1. Integral auf der linken Seite auch weiter 
nichts als der Hauptwert von ^/'f(x)dx; denn unter ^/'f(x)dx versteht man den Grenz- 



— 00 



wert, welchem sich das vorerst zwischen den endlichen Grenzen — p und + q genommene 

Integral Jf(x)dx nähert, wenn beide Integrationsgrenzen unabhängig voneinander 

— p 

ins unendliche wachsen. Bei der oben durchgeführten Integration aber wachsen sie ins 
Unendliche in der Weise, dass sie beständig gleich und von entgegengesetztem Zeichen 



*) In welchen Fällen dies zutrifft, darüber spricht sich der Satz in § 10 ans. 
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sind; lim J"f(x)dx ist also in der Tliat nichts anderes als der Hauptwert von ^/'f(x)dx, 

R = CO — U — 00 

der einen endlichen Wert haben kann, während lim / f(x)dx sinnlos ist. 

p, q = « — p 

Was nun die für einen reellen Unstetigkeitspunkt (ß) zw machende unendlich kleine 
Ausbiegung ins imaginäre Gebiet betrifft, so ist es eben mit Rücksicht auf die Existenz 
des Cauchy' sehen Hauptwerts*), vor allem aber mit Rücksicht auf die vielfach damit 
verbundene Möglichkeit der Auswertung von Integralen mit anderen Grenzen [z. B. 
und -j-c» (Beisp. 8)] von Vorteil, diese Ausbiegung eine kreisförmige sein zu lassen**). 
Auf diese Art der Ausbiegung wird man übrigens schon hingewiesen durch die Annahme 
des aus dem Koordinatenursprung beschriebenen c» grossen Halbkreises, der — wenn 
man die R i e m a n n ' sehe Vorstellung der unendlichen Ebene als einer Kugel mit unend- 
lich grossem Radius zu Grunde legt — ja auch nichts anderes ist als der aus dem oo 
fernen Punkt der X-Achse beschriebene oo kleine Halbkreis. 

Der Grenzwert des Integrals des über den Punkten ß — r und ß-^r beschriebenen 
Halbkreises kann Null, endlich oder oo sein (s. § 11). 

Ist der reelle Unstetigkeitspunkt ein Pol der auf der X-Achse eindeutig bleibenden 
Integralfunktion f(z), so kann dieser durch einie oo kleine halbkreisförmige Ausbiegung 
entweder in das Integrationsgebiet ein- oder aber von demselben ausgeschlossen 
werden. Bei Einschluss desselben in das Integrationsgebiet liefert die gemachte halb- 
kreisförmige Ausbiegung links einen Beitrag =7riResf(p) [s. § 11] — sofern dieser 
überhaupt ein endlicher ist — und es ist also der Residuumsumme rechts das mit yri, 
statt mit 2 Tri multiplizierte Residuum beizufügen. Dasselbe findet aber auch statt im 
Falle, dass wir ß ausschliessen ; denn der Wert des Integrals über diese Ausbiegung 
[— Tri Res f (/?)] tritt, mit dem Pluszeichen versehen, zur Summe rechts hinzu. Mag also ein 
derartiger Pol ein- oder ausgeschlossen werden : wir erhalten beidemale dasselbe Resultat. 

Ist der reelle Unstetigkeitspunkt ein Verzweigungspunkt der Funktion f(z), 
geht also ausser der Stetigkeit auch die Eindeutigkeit verloren, so ist es zweckmässig, 
denselben auszuschliessen [s. Beisp. 8, Anm. 2]. In der Bestimmung des Grenzwerts 
von (1) bezw. (1 a) aber wird, trotz des Hineinführens des Integrals in den Verzweigungs- 
punkt, keine Unbestimmtheit herbeigeführt, wenn wir diese Lage des Wegs als Grenz- 
lage eines den Verzweigungspunkt nicht treffenden Wegs betrachten. 

Die Annahme der für einen reellen Unstetigkeitspunkt (ß) zu machenden halb- 
kreisförmigen Ausbiegung bedingt nun aber notwendig die Auffassung unseres Inte- 
grals längs der X-Achse als 




ß-T +B 

f(x)dx-f f(x)dx 




hm 

Il = QO 

-R ß + r 

In unserer Formel (F) ist demnach 

f(x)dx 




— R 

und, im Falle eines reellen Unstetigkeitspunkts (ß), 



*) der freilich an und für sich von geringem wissenschaftlichem Interesse ist. 

**) oder wenigstens eine solche, die das in den Pol /9 hineingeführte Integral durch Gleichung (1 a) 
definieren lässt. 
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lim 

r = 



ß-r 




.+ R 



f(x)clx+ f(x)dx 



ß-\-T 



so lange als blosser Hauptwert anzusehen, als nicht nachgewiesen ist, dass 




f(x)dx bezw. lim 

R=« 

r,r, =0 



— P 




einen endlichen Grenzwert hat. Erst nachdem gezeigt worden ist, dass dieser Grenzwert 
— eventuell unter Festsetzung bestimmter beschränkender Bedingungen — existiert, kann 
die Bezeichnung „Hauptwert" weggelassen werden. 

§ 9. Konvergenz des Integrals längs der X-Achse. Eine der wichtig- 
sten Fragen, die uns bei Auswertung von Integralen mit den Grenzen — c» und -|-cx>, 
insonderheit solchen mit reellen Unstetigkeitspunkten (ß) beschäftigt, ist die bezüglich 
der Existenz des Grenzwerts von 



lim 

R=oe 
r, r, =0 



ß-rt 



+ R 




f(x)dx+ f(x)dx 



-R 



ß + r 



Aus der Reihe von Sätzen, die uns bei diesen Untersuchungen zu Gebote stehen, 
heben wir — neben dem Fundamentalprinzip der Infinitesimalrechnung, vermöge dessen 
eine veränderliche Grösse notwendig einer Grenze sich nähern muss, sofern ihre Ver- 
änderung, abgesehen vom Zeichen, zuletzt nicht mehr ein beliebig kleines Quantum a zu 
überschreiten vermag — die beiden folgenden, leicht zu beweisenden, auch für trans- 
scendente Funktionen geltenden Sätze hervor: 

b 

1. Das Integral J"f(x)dx ist konvergent, trotzdem f(x) innerhalb der 

a 

Integrationsgrenzen unendlich wird, wenn die Funktion f(x) in dem 
Unstetigkeitspunkte von niederer Ordnung als der Iten unendlich ist; 
es ist dagegen divergent, wenn f(x) in diesem Punkte von der Iten 
oder von höherer Ordnung unendlich ist*). 

CO 

2. Das Integral ^/'f(x)dx ist konvergent, wenn für x = oo die Funktion f(x) 

a 

eine unendlich kleine Grösse ist von höherer Ordnung als der Iten; 
es ist dagegen divergent, wenn f(x) von der Iten oder von niederer 
Ordnung unendlich klein ist**). 



*) Es kann dieser Satz auch so ausgedrückt werden: Existiert eine reelle Grösse ju, so dass 
lim (x — /9)/*f(x) = i;;(x), wo i//(x) eine Funktion, die für x = /? gegen eine endliche und von Null ver- 



x=/8 



schiedcne Grösse konvergiert, so ist das Integral konvergent, wenn^<;i; es ist dagegen divergent, 
wenn /< 5 1« 

**) Es kann dieser Satz auch so ausgedrückt werden: Existiert eine reelle Grösse //, so dass 
lim xf^ f(x) = iff (x), wo i//(x) eine Funktion, die für x -^ oo gegen eine endliche und von Null verschiedene 



X = cc 



Grösse konvergiert, so ist das Integral konvergent, wenn /m>>1; es ist dagegen divergent, wenn /w ^ 1. 
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§ 10. Kann das Integral nicht in den auf dem Integrationsweg gelegenen singu- 
lären Punkt hineingeführt werden, so untersuchen wir, ob nicht etwa der Hauptwert 
existiert. In welchen Fällen dies zutrifft, besagt der folgende 

Satz. 

Hat das über die halbkreisförmige Ausbiegung eines reellen ün- 
stfetigkeitspunkts erstreckte Integral einen endlichen Grenzwert oder 

/3-r, -J-c© 

Null zur Grenze, so existiert —wenn auch lim J"f(x)dx und lim J'f(x)dx 

r, =0 — « r = ß-\-x 

nicht existieren — stets der Hauptwert 



lim 

r = 



f(x)dx+ I f(x)dx|. 

Qc ß-\-r 




*) Beweis. Beschreibt man aus z = fi die beiden in der oberen Halbebene gelegenen Halbkreise h 
und b] mit den resp. Radien r nnd s (wo r;>s sein soll), so ist das Integral über den Umfang des so 
erhaltenen Bingausschnitts , wenn wir annehmen, dass innerhalb desselben kein singulärer Pnnkt sich be- 
findet, gleich Null, d. h. : 

ß-s ß-{-r 




hA /3-r hjA ^+s 

Der gemachten Voraussetzung zufolge aber 



fx, ß-r ß-s ß Jts ß*r r7%j + 



lim 

r, s = 



womit 



(•) lim 

r, s = 



M-r /j+s J 






Bedeuten nun rr, und nr, zwei beliebige Punkte der X-Achse zu beiden Seiten von x = /? und setzen wir 

ß-r 02 



j + j-HA 

«, ß'\-r 



so existiert Um i/; (r), wenn lim [if) (s) — i// (r)] = 0. 

r= s, r — 



Aber 



lim[.Ks)-i/^(r)] = lim 1 ( + 1 \ 

L/*-r ß + ^ J 



Dieser Grenzwert aber gemäss Gleichung (*) = 0; es existiert also in der That limi/^(r), d. h. der 

r=rO 

Hauptwert t). 



t) Ich verdanke diesen Beweis der gtttigen Mitteilung des Herrn Prof. Dr. 0. Holder in Tübingen (1892). 
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§ 11. Konvergenz des Integrals über die Ausbiegung eines reellen Un- 
stetigkeitspunkts und des Integrals über den c» grossen Halbkreis. 

An vorstehenden Satz reiht sich naturgemäss die Frage an, wie die Funktion f (z) 
beschaffen sein muss, damit das über die halbkreisförmige Ausbiegung eines reellen Un- 
stetigkeitspunkts erstreckte Integral als Grenzwert einen endlichen Wert oder Null zur 
Grenze hat. 

Wir treffen die Annahme, dass für die Punkte in der Nachbarschaft des singulären 
Punkts (i die Entwicklung gelten soll: 

wo die Exponenten // reelle konstante Grössen sind >>0 und i//(z) eine Funktion ist, 
die für z = /? endlich und stetig ist. unser schliessliches Resultat erhält nun aber eine 

kürzere und übersichtlichere Fassung, wenn wir die Glieder, deren /« ^ ? aus der Summe 

rechts ausscheiden und zum 2ten Teile nehmen; damit können wir anstatt obiger, sonst 
gebräuchlichen Entwicklung von f (z) schreiben 



WO // > 1 und lim (z — ß) tff (z) = 0. 

Setzen wir dann 

z — ß = re**', 






so wird 






(z)dz = iVB j ri-/"e<^-^>*^df/> + i 1 (z — /?) i/; (z) d y . 

T» ^ TT 

Der Grenzwert des Integrals rechts ist für verschwindendes r gleich Null. 

Die Summe der Integrale rechts wird gleich Null sein, wenn sämtliche /i > 1 und un- 
gerade ganze Zahlen sind; gleich einer Konstanten, wenn das Glied mit // = 1 vorhanden, 
die übrigen fi aber, wie vorhin, ungerade ganze Zahlen sind, und zwar ist dieser kon- 
stante Wert = — ItiB, wo B der Koeffizient des Glieds — — — in der Entwicklung von 

f(z). In jedem andern Fall ist diese Summe = oo und somit auch J'f (z)dz = oo. Wir 
fassen dieses Ergebnis zusammen in dem 

Satz. 

Der Grenzwert des Integrals über die unendlich kleine halbkreis- 
förmige Ausbiegung eines reellen ünstetigkeitspunkts ist gleich Null 

oder gleich dem Wert —inB. wo B der Koeffizient des Glieds 

^ ' z — ß 

in der Entwicklung von f(z), — dies letztere findet statt für den Fall, 

dass das Glied vorhanden — wenn die Exponenten von > 7 -,..1 

z — ß ^ ZJ(z — ß)f' 

wo /£^1, ungerade ganze Zahlen sind; in jedem andern Fall dagegen 
wird rf(z)dz = 00. 
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Anmerkung. Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass das Integral 

über den unendlich kleinen Halbkreis eines Verzweigungspunkts, in welchem die Funktion 

1*1 .— 1 

f(z) höchstens von der Ordnung unendlich ist [und folglich lim(z — ß)f{z) = 

ni z=ß 

ist und sämtliche // = sind] , Null zur Grenze hat. — Im Falle eines ünstetigkeits- 

punkts, der kein Verzweigungspunkt, wird das Integral jedesmal dann unbestimmt, wenn 

in der Entwicklung von f(z) Potenzen sich befinden, deren Exponenten gerade (ganze) 

Zahlen sind. 

Das Integral über den unendlich grossen Halbkreis. Ein ähnlicher Satz 
wie der obige lässt sich in Bezug auf das Integral über den unendlich grossen Halbkreis 
beweisen : 

Für unendlich grosse z soll gelten: 



f(., = Vc.'+V^. 



WO die Exponenten v und l reelle konstante Grössen > 0. Es ist nun aber auch hier, 
aus denselben Gründen wie oben, von Vorteil, statt dieser Entwicklung zu setzen 



f(z)=2cz''+V',(z), 
WO >/ > — 1 und lim z </;, (z) = 0. 

z = 8 



Setzen wir dann 

z = Re*^, 
so wird 




n 



f(z)dz = i> C R'+''et»+''"«'dr/- + i I ztp,(z)d(p. 



U 



Der Grenzwert des Integrals rechts ist für unendlich grosses R gleich Null. 

Die Summe der Integrale rechts wird für unendlich grosses R gleich Null sein, 
wenn sämtliche v > — 1 und ungerade ganze Zahlen sind ; gleich einer Konstanten, 
wenn das Glied mit v = — 1 vorhanden, die übrigen v aber, wie vorhin, ungerade ganze 
Zahlen sind, und zwar ist dieser konstante Wert = ItiC, wo C der Koeffizient des 

Glieds — in der Entwicklung von f (z) ist. In jedem andern Falle ist diese Summe 

z 

= cx) und somit auch J^ f {z)iz = oo. Wir fassen dieses Ergebnis zusammen in dem 

Satz. 

Der Grenzwert des Integrals über den unendlich grossen Halbkreis 

4 

ist gleich Null oder gleich dem Wert iyrC, wo C der Koeffizient des 

Glieds — in der Entwicklung von f(z), — dies letztere findet statt 
z 

Q 

für den Fall, dass das Glied - vorhanden — wenn die Exponenten 

z 

von JSCz*', wo »/ > — 1» ungerade ganze Zahlen sind; in jedem andern 
Fall dagegen wird ^f= oo. 

H 
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Es geben uns diese beiden Sätze einen erwünschten Einblick in das Verhalten der 
Integrale über die unendlich kleinen halbkreisförmigen Ausbiegungen einer wichtigen 
Klasse reeller Singularitäten, bezw. in das Verhalten des Integrals über den unendlich 
grossen Halbkreis. 

§ 12. Zusammenfassung. Der Gang der Untersuchung der Integrale mit reellen 
Unstetigkeitspunkten ist nun der, dass wir auf die früher angegebene Weise feststellen, 
ob das Integral in einen solchen Punkt hineingeführt werden kann. Ist dies der Fall, 
so ist noch das Integral über die unendlich kleine halbkreisförmige Ausbiegung dieses 
Punkts zu untersuchen. Ist dies aber nicht der Fall, so wird nachgesehen, ob nicht 
etwa der Hauptwert existiert, was stattfindet, wenn der Wert des Integrals über die 
gemachte unendlich kleine Ausbiegung Null oder endlich ist (§ 10). Unter welcher 
Bedingung aber der Grenzwert des Integrals über die Ausbiegung eines solchen Unstetig- 
keitspunkts Null ist, darüber giebt uns der folgende allgemein gültige Satz Aufschluss. 

§ 13. Satz. 

Das Integral rf(z)dz, genommen über einen aus dem reellen 

ünstetigkeitspunkt ß beschriebenen unendlich kleinen Halbkreis h, 
wird, welches auch die Funktion ffz) sein mag, Null zur Grenze 

haben, wenn 

lim(z~/?)f(z) = 0*) 

(s. auch den Satz in § 11). 

Anmerkung. Wie man leicht sieht, braucht der ünstetigkeitspunkt nicht not- 
wendig ein „reeller" zu sein. In der That werden wir bei der Integration über den 
Quadranten und den Sektor vielfach Gelegenheit haben, diesen Satz auf die Ausbiegungen 
nicht reeller ünstetigkeitspunkte anzuwenden. 

Femer ist hervorzuheben, dass der Satz auch gilt für den ganzen aus dem ün- 
stetigkeitspunkt ß beschriebenen , unendlich kleinen Kreis , wofern lim (z — ß) f (z) = O 

für den ganzen Kreis stattfindet. Für den Fall des wesentlich singulären Punkts trifft 
diese Bedingung stets nur für einen Teil des Kreises zu; der aus derselben gezogene 
Schluss hinsichtlich des Nullseins des Integrals gilt dann soweit eben unsere Bedingung 
statt hat. 

Bei der Untersuchung des Integrals über den unendlich grossen Halbkreis dagegen 
machen wir fast ausschliesslich und mit grossem Vorteil von folgendem allgemein gültigen 
Satze Gebrauch: 



*) Beweis. Ist M das Maximum des Modulas von (z — /9)f(z) auf dem aus z — /9 beschriebenen 
Halbkreis vom Radius r, so ist 

mod I (z) <^ 5 r- <; — , 

^ ' ^" mod (z — ^) ^" r * 

damit, weil mod dz ■=T^if>\ 



■/ 



mod I f(z)dz<^7rM. 



Nach Voraussetzung aber lim M ~ 0, daher auch 

rso 



lim I 

r = 0j 



f(z)dz--0. 
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§ 14. Satz. 

Das Integral rf(z)dz, genommen über einen aus dem Ursprung 

beschriebenen unendlich grossen Halbkreis H, wird, welches auch die 
Funktion f(z) sein mag, Null zur Grenze haben, wenn 

limzf(z) = 0*) 

Z =00 

(s. auch den Satz in § 11). 

Anmerkung. Auch für diesen Satz gilt das im 2ten Teil der Anmerkung zum 

vorigen Satze Gesagte. 

§ 15. Wir lassen diesem Satze gleich eine Anwendung folgen: 

Sei 

f(z) = e****.qp(z), wo c positiv reell. 

Bezüglich qp(z) soll vorerst keine weitere Annahme getroffen werden als die, dass 
für die Punkte unseres mit dem beliebig grossen Radius R aus dem Ursprung beschriebenen 
Halbkreises Max. modqp(z) gleich der endlichen Grösse q sei. Alsdann ist, wenn z = Re*9' 
gesetzt wird, -in Bezug auf den Halbkreis 

modzf (z) 5 Re-o»8*»v . g. 

Dieser Modulus kann nun offenbar bei hinreichend grossem R für alle ^ gleich- 
zeitig — 9) = und qp = TT miteingeschlossen — unter eine beliebig kleine Grenze 
herabgedrückt werden nur dann, wenn der Modulus q für unendlich grosse z eine un- 
endlich kleine Grösse ist von höherer Ordnung als der Iten**). Unter dieser Bedingung 
ist also limzf(z) = und somit auch re®**qp(z)dz =: 0. 

Es ist nun aber keineswegs ausgeschlossen, dass unser Integral nicht auch Null 

zur Grenze habe für Funktionen qp(z), die für unendlich grosse z unendlich klein von 

der 1 ten Ordnung oder gar von niederer Ordnung sind. In der That lässt sich zeigen, dass 

f e®**qp(z)dz Null zur Grenze hat, wenn nur qp(z) der Bedingung genügt, dass es für 

unendlich grosse z verschwindet. Ist nämlich q das Maximum von mod q> (z) auf unserem 
Halbkreis mit dem Radius R, so ist, wenn wir setzen 

z = Re*»', 

mode®** = mode*°^®*^ = e"*'^*^^. 



*) Beweis. Ist M das Maximqm des Modalus von zf(z) anf dem Halbkreis vom Eadios R, so ist 

modf(z)^^, 
damit, weil mod dz == Rd<f>: 



• VII 



'/ 



mod I f(z)dz<;ÄM. 



Nach Voraussetzung aber UmM = 0, daher auch 



lim I : 



f(z)dz = a 



H 

**) Bei Nichtberücksichtigung der beiden Endpunkte unseres Halbkreises kommen wir zu dem falschen 
Resultate, dass <f> (z) fttr unendlich grosse % selbst unendlich gross sein darf und zwar von jeder beliebigen 
endlichen Ordnung. 
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femer 
damit 



moddz = Rdy; 



l I 6*^«"^^ 



mod I e*^*'^y(z)dz<f | Re-^^'^^^'dy. 

H 

TT 

Nun aber für Werte von y zwischen und -^ 



sm r/) > 



2y 

TT 



daher 



l I e*^*«y 



mod \ e*'**y(z)dz<2f 

H 

= 77^ 



J -«oB 
Re '' ^dc/) 



(l_e-cB). 



Für c > 0, R = c» und der ferneren Voraussetzung, dass ^ für unendliche grosse z 
verschwindet, verschwindet auch dieser Ausdruck, d. h. es ist das Integral über den 
unendlich grossen Halbkreis der oberen Halbebene J'e®**y(z)dz = 0, wenn y(z) für 

H 

unendlich grosse z verschwindet (s. Beisp. 5). Dieser Satz gilt natürlich auch für das 
Integral über den unendlich grossen Halbkreis der unteren Halbebene; nur hat dann zu 
sein c<o (s. Beisp. 6 und 7). 

Die untere Halbebene als Integrationsgebiet. 

§ 16. Die Grundbedingung für die Gültigkeit der Formel (F) (§ 5), die sich auf 
die Auswertung von Integralen mit den Grenzen — c» und +cx) bezieht, ist die Ein- 
wertigkeit der Funktion f (z) innerhalb des Integrations- 
gebiets, mit Einschluss der Grenzen selbst. Wir liessen 
dasselbe bis jetzt die obere Halbebene sein. Ist die 
untere Halbebene frei von Verzweigungspunkten (welche 
die Eindeutigkeit aufheben), so können wir aiich diese 
als Integrationsgebiet wählen (s. Beisp. 8, Anm. 1). 
Das Summenzeichen rechts bezieht sich alsdann selbst- 
verständlich auf alle Pole a, deren mit i multiplizierter 

Teil negativ ist; ausserdem sind sämtliche Summenglieder rechts mit entgegengesetztem 
Zeichen zu versehen. An Stelle von Formel (F) tritt also die Formel: 

-fB 




(F.) 



lim I 

B = .J 



P = ll 



f(x)dx-f- I f(z)d2 = — 27riVResf(ap), 

■^v P-l 



WO rf(z)dz 4as über den unendlich grossen Halbkreis der unteren Halbebene genommene 
Integral bedeutet. ... 



2* 
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Wir greifen jedesmal dann zur unteren Halbebene als Integrationsgebiet, wenn die 
Funktion f(z) ihre Pole ausschliesslich in diesem Teile der Ebene liegen hat; denn eben 
aus den Werten, die das Integral erhält, wenn man es um die Pole herumführt, setzt 
sich der Wert des Integrals über den geschlossenen Umfang zusammen. 

Befinden sich ferner in der oberen Halbebene Singularitäten, durch deren Vor- 
handensein die Eindeutigkeit verloren geht, in der unteren dagegen nicht, so ist es 
zweckmässig, diese letztere als Integrationsgebiet zu wählen, oder aber können wir 
dazu gezwungen sein [s. Fussnote**) zu § 1] (s. Beisp. 6, 7, 15, 16). 

Ist endlich die Funktion unter dem Integralzeichen von der Art, dass sie in beiden 
Halbebenen Unstetigkeitspunkte besitzt, durch welche die Eindeutigkeit verloren geht, so 
wird eine Integration zwischen den Grenzen — oo und -[- oo noch möglich sein, wenn die 
Funktion sich in 2 Terme zerlegen lässt, wovon jeder diese Art singulärer Punkte aus- 
schliesslich in der einen oder anderen der beiden Halbebenen liegen hat (s. Beisp. 16). 

+* 

Auswertung von Integralen mit den Grenzen und -|- oo durch Übergang von J^ 



— 00 



§ 17. Um Integrale mit den Grenzen und + ^ auszuwerten, erinnere man sich 
an die Formel 

-|-Q0 

f(x)dx= I [f(x) + f(— x)]dx. 




— 00 




Dieser Übergang wird stets möglich sein und bringt keinerlei Schwierigkeiten. 

Es lassen sich so aus Integralen zwischen den Grenzen — cx> und +oo, die also 
mittels Integration über den unendlich grossen, geschlossenen Halbkreis gewonnen wurden, 
leicht ebensoviele Integrale mit den Grenzen und -|-oo herleiten. 

§ 18. Die Aufgabe, die wir uns stellen, besteht nun aber weniger darin, Inte- 
grale mit bestimmten Grenzen „überhaupt" — im gegenwärtigen Falle mit den Grenzen 
und -f-^ — mittels der Cauchy 'sehen Methode darzustellen; sie soll vielmehr die 
sein: ein vorgelegtes Integral womöglich auf direkte Weise auszuwerten. 

-|-QC 

Können wir nun, so fragt es sich, mittels Übergang von J^ stets zur vorgelegten 

— 00 

Form gelangen? Ein Beispiel wird uns diese Frage beantworten. 
Die Funktion unter dem Integralzeichen soll sein 

z^~iqp(z), 

wo q>{z) eine rationale Funktion ist, die innerhalb des Integrationsgebiets, das wir die 
obere Halbebene sein lassen, 1 oder mehrere Pole haben mag. Schreiben wir dann den 
Punkten des positiven Zweigs der X-Achse die positiven reellen Funktionswerte der 
vieldeutigen Funktion z^ - * zu, so entsprechen denen des negativen Zweigs dieser Achse 
die Werte x*~^e*^^»-^l Ist sodann fp(z) eine gerade Funktion, so ist f/)(x) = f/)(— x), 
und wir erhalten 

*-*f/)(x)dx=^ — e*''* I x*-'r/)(x)dx+ 1 x»-V/)(x)dx = (l— e*^«*) 1 x*-*y(x)dx. 




— 00 






flC 

Wir gelangen demnach zur Darstellung von ^/, selbst wenn y (x) Konstanten ent- 
hält, die imaginär sind (s. Beisp. 9 und 10). 
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Ist (f (z) weder eine gerade noch eine ungerade Funktion, so geht rp (x) für negative x 
über in f/)(— x), und wir haben 

-|-90 QC CO 

I x»-i9)(x)dx = — e»^» x»-'f/)(— x)dx+ x»-Xx)dx = 27riV]Res + . . . 

— oo 

Enthält dann r/)(x) keine imaginären Konstanten, sind also die Elemente des Inte- 

00 

grals J"x*"^fjp(x)dx alle reell, so wird eine Trennung immer noch möglich sein: Durch 



00 



Gleichsetzung der imaginären Bestandteile ergiebt sich der Wert für ^/'x»-^<]p( — x)dx, 

'o 

oo 

und damit erhalten wir auch den Wert des vorgelegten Integrals J"x*--^y(x)dx 



(s. Beisp. 8). 

Enthält dagegen — immer noch unter der Voraussetzung, dass <jp (z) eine Funktion 
ist, die weder gerade noch ungerade — f/)(x) imaginäre Konstanten, enthält z. B. f/)(x) 

den Faktor -v--]— ; — , wo b reell ist, so gelingt die Trennung nicht mehr, und es bleibt 

D -f- IX 

uns nur der Ausweg, als Integrationsgebiet den Quadranten zu wählen, wodurch das 
auszuwertende Integral eventuell ausgedrückt werden kann durch ein solches mit einer 
Funktion unter dem Integralzeichen, die reelle Konstanten besitzt, und dessen Auswertung 

durch Übergang von J möglich ist (s. Beisp. 18). 



— oo 



b) Der Quadrant als Integrationsgebiet. 

§ 19. Wir haben eben einen Fall angeführt, bei welchem die Herleitung des Inte- 
grals mit den Grenzen und oo durch Übergang von einem Integrale mit den Grenzen 
— oo und -|-oo nicht gelingt, und wir gezwungen sind, als Integrationsgebiet den Qua- 
dranten zu nehmen, um zur Darstellung des betreffenden Integrals zu gelangen. 

+ 0C X 

Es giebt aber noch andere Fälle, in denen ein Übergang von J zu j nicht 

— « u 

möglich ist, Fälle, in denen uns nichts weiter als eine blosse Transformation des vor- 
gelegten Integrals auf ein anderes gelingt. Ein solches Beispiel ist das folgende: 



x*-aig(i-j-x«)dx, 




wo a rational oder irrational sein kann. 

Wir gehen aus von dem Integrale, das die Funktion 

f(z)=:z»-Mg(l— iz) 

unter dem Integralzeichen hat. Die unendlichdeutige Funktion lg(l — iz) hat in der 
unteren Halbebene den Verzweigungspunkt z = — i ; wir wählen daher, da sich in der 
oberen Ebenenhälfte kein solcher Punkt befindet, diese als Integrationsgebiet, indem wir 
integrieren über den über der X-Achse liegenden unendlich grossen, geschlossenen Halb- 
kreis, dessen Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist. Unter der Voraussetzung, dass 
a > ist, kann das über die X-Achse erstreckte Integral 
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-f-oo 




» — 2 



lg(l — ix)dx 



— 00 



in den ünstetigkeits- und Verzweigungspunkt z = der vieldeutigen Funktion z*~* 
hineingeführt werden, w^omit aber keineswegs eine Unbestimmtheit herbeigeführt wird, 
da wir diese Lage des Wegs als Grenzlage eines den Verzweigungspunkt nicht treffenden 
Wegs betrachten.. Unter eben dieser Bedingung a>0 ist aber auch limzf (z) = und 

daher auch das über die unendlich kleine halbkreisförmige Ausbiegung des Punkts z = 

genommene Integral J^f(z)dz = 0. Damit aber das Integral lim J'x»-* lg (1 — ix)dx 

h K ^ CD — fi 

einen endlichen ißrenzwert hat , ist die weitere Bedingung a < 1 erforderlich. Unter 
dieser Bedingung aber ist für den unendlich grossen Halbkreis limzf(z)=:0, womit 



2BQ0 




f(z)dz = 0. 



und somit, weil innerhalb unseres Integrationswegs kein Unstetigkeitspunkt sich befindet, 




« 




— 2 



lg(l-ix) = 0. 



— CO 



In Bezug auf die vieldeutige Funktion z» - * so- 
wohl als auch auf lg(l — iz) wählen wir, um Ein- 
deutigkeit zu schaffen, den Zweig der einfachsten 
Funktionswerte, also für z»-« = r»-«e*<»'+»'^^)<*-*) 
denjenigen , der sich ergiebt , wenn k = gesetzt 
wird, und der für die Punkte der positiven X-Acjise die positiven reellen Funktions- 
werte x*~* liefert; für lg(l — iz) den, der uns schreiben lässt lg(l — ix) = ^lg(l + x*) 
— iarctgx*). Aus Gleichung (*) ergiebt sich so 



ß!w(»- 




a-2 



lg(l+ix) + 




a-2 



lg(l-ix)=:0. 



Bezeichnen wir dann der Kürze halber das erste der beiden Integrale J"x*"-*lg(l -|-x^)dx 



«0 

und ^/^x^-^arctgxdx mit dem Buchstaben t, das zweite mit u, so erhalten wir durch 
Trennung des Reellen und Imaginären , wenn ausserdem tt (a — 2) = A gesetzt wird, 

tcos^— — usini = 



TT 



71 



*) WO X zwischen den Grenzen — -g- und +-ö"- ^^^ dieser Definition von lg(l — ix) auf der 
reeUen Achse folgen dann — vermöge der Forderung der Stetigkeit — alle Werte der Funktion lg(l — iz) 
im ganzen Integrationsgebiet, 
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und X • «j I • « ^ n 

tsmA — 4usin*— = 0. 

Aus diesen beiden simultanen, homogenen Gleichungen aber folgt 

t = 2utg^-, 
oder, wenn wir für t und u ihre Werte einsetzen: 





lg(l + x«)dx = 2tg-^ x»-«arctgxdx, l>a>0. 







Anstatt also unser Integral ' dargestellt zu erhalten in geschlossener Form , d. h. 
ausgedrückt durch eine der gewöhnlichen algebraischen oder transscendenten Funktionen, 
haben wir durch unser Integrationsverfahren nichts weiter erreicht als eine blosse Trans- 

formation des vorgelegten Integrals auf das Integral ^/x*-'arctgxdx (siehe auch die 
Bemerkung zu J"e~"*Mx im Vorwort). Integrieren wir aber über den Quadranten und 

u 

gehen von einem Integrale aus mit der Funktion f(z) = z»-*lg(l + z^) unter dem Inte- 
gralzeichen, so geUngt, wie wir später sehen werden, die Auswertung unseres Integrals 
(s. Beisp. 20). 

§ 20. Nicht selten geschieht es, dass das Integral mit den Grenzen — c» und -f- oo, 

aus welchem beim Übergang zu f die vorgelegte Form sich ergeben würde, gar nicht 

ausgewertet werden kann. 

Es trifft dies z. B. zu, wenn die Funktion unter dem Integralzeichen in beiden 
Halbebenen ünstetigkeitspunkte besitzt, durch deren Vorhandensein die Eindeutigkeit 
verloren geht und sie sich nicht in zwei oder mehr Terme zerlegen lässt, wovon jeder 
derselben diese Art von Singularitäten ausschliesslich in der einen oder andern der beiden 
Halbebenen liegen hat (§ 16). Wir werden in solchem Falle zum Quadranten greifen, 
vorausgesetzt, dass ein solcher frei ist von derartigen Punkten (s. Beisp. 20). 

§ 21. Ist femer das Integral über den unendlich grossen Halbkreis =c», hat 
dagegen das Integral über den unendlich grossen Viertelskreis einen endlichen Grenz- 
wert oder den Grenzwert Null, so sind wir auch in solchem Falle auf den Quadranten 
angewiesen (s, Beisp. 19). 

c) Der Sektor als Integrationsgebiet*). 

§ 22. Ist der Grenzwert des Integrals über den unendlich grossen Viertelskreis 
weder Null noch endlich, so findet dies manchmal statt für einen Teil des Viertelskreises, 
z. B. für den Achtelskreis, der sich in der oberen Halbebene an die positive X-Achse 
anschliesst. Den geschlossenen Integrationsweg bildet in solchem Falle dieser Achtels- 
kreis und die beiden Radien nach den Endpunkten desselben (s. Beisp. 21 und 22). 

Sei z. B. 

f(z) = e-^\ 



*) Wir versteben unter emem „Sektor'^ jeden Bruchteil eines Quadranten. 
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Die Abschätzung des Integrals über den unendlich grossen Achtelskreis geschieht 
hier, wie in manchen anderen Fällen, mit Hilfe der schon mehrfach gebrauchten Formel 

mod I f(z)dz^ I modf(z)moddz. 

Wir haben, wenn mit J" das Integral über diesen krummlinigen Teil unseres Inte- 
grationswegs bezeichnet wird: 



31 





mod I e-^Mz< Re-«'««*^^,,^!^^ ^ Re~»'«*"^*'dy; 




TT 

und da zwischen und -V 

4 



sm2f/)> — -. 

n 



so folgt: 





mod I e-^Mz< I Re ^ ^^ ' "^ 



Dieser Ausdruck verschwindet aber offenbar für unendlich grosse R, d. h. : Das 
Integral Jf^^SiZ über den unendlich grossen Achtelskreis hat Null zur Grenze. 

Anmerkung. Dieser Nachweis hätte auch mit Hilfe des Satzes in § 14 versucht 
werden können. In der That werden wir uns bei Abschätzung solcher Integrale fast 
ausschliesslich dieses Satzes bedienen und unsere Zuflucht zu obiger Formel nur dann 
nehmen, wenn derselbe nicht mehr ausreicht. Ein Beispiel, bei welchem der Nachweis 
des Nullseins des Integrals über den krummlinigen Teil des Integrationswegs aus der 
Bedingung limzf(z) = Schwierigkeiten bietet, ist nun eben das vorliegende. Es ist 

hier nämlich 

mod[Re*^^f(Re*»')] = Re-«'«««»»'. 

Dieser Ausdruck verschwindet bei unendlich grossem R für alle y, die der Be- 
dingung entsprechen 

dagegen nicht mehr für r/) = -^, wie es doch sein muss, wenn der Schluss sicher sein 

soll. Wir wären also gezwungen, unsere Integration auf einen Bogen zu beschränken, 
der kleiner ist als der Oktant, also etwa auf einen Bogen, für dessen Punkte (p zwischen 

den Grenzen und — — a, wo a beliebig klein ist. Nun ist für das so bestimmte 

Integrationsgebiet modzf(z)^Re-^'***"2'', also kann modzf(z) für alle (p gleichzeitig 
unter eine beliebig kleine Grenze herabgedrückt werden, indem man R hinreichend gross 



n 



macht; limzf(z) also für den betrachteten Bogen gleich Null und damit auch lim J^ = 0. 

Z=oo 
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Ein weiteres Beispiel bietet die Funktion 

f(2) = e-^Xz), 

wo k positiv und (jp(z) eine rationale oder irrationale Funktion sein mag. Bezeichnen 
wir das Maximum des Modulus von cp (z) auf dem aus dem Ursprung mit Halbmesser B 
beschriebenen Viertelskreise mit ^, so ist, wenn z = Re*«' gesetzt wiid, 

modzf(z) < pRe-^»^««^. 

Es wird also, wenn die Funktion r/)(z) für unendlich grosse z unendlich klein ist 
von der Iten Ordnung oder von niederer Ordnung als der Iten, limzf(z) = sein nur für 



2=00 



einen Bogen, der kleiner ist als der Quadrant *). Um aber zu entscheiden, ob das Integral 
über den ganzen Viertelskreis Null zur Grenze hat, bedienen wir uns auch in vorliegendem 
Falle obiger Formel: 

V IT 

e-'^V/)(z)dz5eR I e-'^»«^**»'dc/)<;(iR 1 e '' *'df/^<:-|^ (1 — e-*^«). 

V 

Ist also (p{z) für unendlich grosse z unendlich klein von irgend welcher Ordnung, 
so verschwindet Ce,-^^<p{z)Az, Ist z. B. g)(z) = z*-*, so wird fe-^^^z* -*dz Null 

V V 

zur Grenze haben, sobald a < 1 ist (Beisp. 19 und 23). 
Ähnlich verhält es sich für 

f(z) = e*«»'r/)(z), 

einem Beispiel, das wir schon früher behandelt haben (s. § 15). Dabei zeigte es sich, 
dass bei Berücksichtigung der beiden Endpunkte des Halbkreises der Schluss auf das 
Nullsein von limzf(z) und damit auf dasjenige von f noch sicher ist, im Falle, dass 

ff (z) für unendlich grosse z unendlich klein ist von höherer Ordnung als der 1 ten ; dass 
dem aber nicht mehr so ist, wenn fp{z) für unendlich grosse z unendlich klein von der 
Iten oder von niederer Ordnung als der Iten ist. Um zu beweisen, dass unser In- 
tegral f Null zur Grenze hat auch noch in letzterem Falle, benützten wir, wie in den 

beiden vorigen Beispielen, die Formel modJ"f(z)dz<J^modf(z)moddz. 

§ 23. Endlich gelangen wir vielfach zur Auswertung von Integralen, wenn wir, 
statt zu integrieren über das ganze Gebiet, für welches der Grenzwert des Integrals 
über den krummlinigen Teil des Wegs Null oder endlich ist, nur über einen be- 
stimmten Bruchteil desselben unsere Integration ausdelinen. Liegt z.B. vor die 
Funktion f(z) = e-'^'z^-^ so könnte die Integration — bei positivem k und der wei- 
teren Bedingung, dass a < 1 ist — über den ganzen in der oberen Halbebene gelegenen, 
an die positive X-Achse sich anlehnenden, geschlossenen Viertelskreis ausgedehnt werden 
(s. obige Anmerkung). Wir erhalten nun aber auch ein Resultat, das unser Interesse 
verdient, wenn wir als krummlinigen Teil unseres Integrationswegs nur einen Teil 
dieses Viertelskreises nehmen, z. B. einen Bogen r/>, dessen tg gleich einer posi- 
tiven endlichen Grösse fi ist (s. Beisp. 23). 



*) Denn dann ist modzf(z)<;(>Re-'kR»*öa wo « dieselbe Bedeutung hat wie oben. 
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IL Auswertung von Integralen mit anderen Grenzen als 

— oo und + oo bezw. und -f- oo. 

§ 24. Ist ein Integral auszuwerten mit Grenzen, die nicht — cx> und -|- c», bezw. 
und "|-oo sind, so liegt der Gedanke nahe, dasselbe durch eine zweckmässige Trans- 

formation in ein solches mit obigen Grenzen überzuführen. So wird z. B. 1 lgx-7==^ 

j yi— x^ 



/« 




durch die Substitution ^r— j — ^ = x^ *) übergeführt in — ^ ( lg (1 -j- y*) -:r—, — g-. Zur 

1 _|-y j j 1-1-y 



Darstellung dieses Integrals aber gelangt man mittels unserer Methode leicht, indem man 
von dem Integrale mit der Funktion f (z) = \ j^ g «nter dem Integralzeichen aus- 

X I Z 

geht; als Wert erhält man Tilg 2, und sonach 

/^" vfe" = " ^ '^'- 



Diese Überführung von Integralen mit beliebigen Grenzen auf solche mit — oo und 
-J-c», bezw. und -j-o^ iäßst sich aber in vielen Fällen nicht so leicht bewerkstelligen 
wie in dem eben behandelten. Die Cauchy'sche Methode giebt nun aber auch hier 
Mittel und Wege an die Hand, derartige Integrale auf direkte Weise, also ohne 
Transformation, herzuleiten. 

Abgesehen von den natürlichen Grenzen 0, oo, — oo wird man im allgemeinen 
ein Integral nicht zwischen Grenzen auswerten, auf die einen die zu integrierende 
Funktion nicht selbst hinweist. Ist diese Funktion zwischen den reellen Grenzen 

— oo und + oo nirgends unstetig , so kann es dann und wann auch von Interesse 
sein, das zwischen beliebigen endlichen Grenzen genommene Integral zu untersuchen; 
wird aber die Funktion unter dem Integralzeichen für 1 oder mehrere Punkte zwischen 

— oo und -f- ^ unstetig, so wird man die Grenzen wählen mit Rücksicht auf diese Un- 

/dx 
, ^ vorliegt, festzustellen suchen, ob 

— l +1 4-00 /*X*~^ ~^ 

eine der Integralfunktionen J* , J', T , f oder für j . dx, ob J , 

00 

r , r endlich bleibt, trotzdem die obere bezw. die untere Grenze einen Wert erreicht, 

-1 

für den die Funktion unter dem Integralzeichen unendlich gross wird bezw. sich ins 
Unendliche entfernt. Geschieht es nun, dass beim Zerlegen von J in diese Teil- 



— oo 



integrale einzelne derselben sich annullieren, oder lässt sich das eine oder andere durch 
eine der höheren Transscendenten (z. B. die Euler'sche Integrale) oder durch eine der 
gewöhnlichen algebraischen oder transscendenten Funktionen in geschlossener Form aus- 
drücken, so gelangen wir auch meistens zur Darstellung des vorgelegten Integrals 
(s. Beisp. 24 und 25). 

*) Dabei sind die auftretenden WnrzelgrÖssen in absolutem Sinne zu nehmen. 



\ 
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Integrale trigonometrischer Funktionen mit den Grenzen und 2 n oder und n 
bilden eine Gruppe für sich. Die behufs Darstellung derselben nötigen allgemeinen Be- 
trachtungen sollen im folgenden gegeben werden. 

IIL Auswertung von Integralen trigonometrischer Funlitionen mit den 

Grenzen 

und 27r bezw. und n. 

§ 25. Der geschlossene Umfang, innerhalb dessen die Funktion f(z) unter dem 
Integralzeichen eindeutig, aber nicht immer stetig ist, also eine Reihe von polaren Un- 

stetigkeitspunkten a^ ag'-^p ^q haben kann, sei ein aus dem Koordinatenursprung 

beschriebener Kreis K mit dem endlichen Halbmesser r. Alsdann ist, wenn auf der 
Peripherie selbst keine ünstetigkeit stattfindet, gemäss unserer Formel (A) 

P«n . • 

f(z)dz = 2yii^^Resf(gp), • 

p = i 

WO Up auf alle Unstetigkeitspunkte «ich bezieht, die innerhalb des Integrationskreises 
liegen. Setzen wir in Bezug auf den Intcigntioiiskreis 

z = r e' «"j 
so ergiebt sich ' 




an 




i I re*»' 



f(z)dz = i I re»»'f(re'^)dr/^. 





Und wenn F(z) für zf(z) geschrieben wird 

in 




f(z)dz = i F(re*«')dy. 



K 

Damit aber vermöge Gleichung (B) 

%n 

(G) F(re«'0d7' = 27ry]^^«^-^> 



t/ p - 1 -"P 



wo 

r» - 1) 
^^ F(ap) x(«p) , , V V F(ap + u) 

ap (s~l)! u=o ojp + u 

für den Fall von ünstetigkeiten sten Grads. 

§ 26. Im Iten Teile dieser Arbeit (I) wurde gezeigt, dass durch Übergang von J 

OD 

Integrale zwischen den Grenzen und oo ausgewertet werden konnten selbst im Falle 
reeller, also auf dem Integrationswege gelegener Unstetigkeitspunkte , welche das all- 
gemeine Integral über diesen Weg unbestimmt machten*), und zwar haben wir dies er- 



oo 



♦) Man denke z. B. an die Darstellung von | -^— — dx (Beispiel 8). 
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reicht durch Einführung des C au chy' sehen Hauptwerts. Da uns aber im gegenwärtigen 
Falle dieser Vorteil nur selten erwächst, der Cauchy'sche Hauptwert aber an und für 
sich von geringem wissenschaftlichen Interesse ist, so werden wir hier nur solche Bei- 
spiele behandeln, bei welchen der Integrationsweg entweder ganz frei ist von Unstetig- 
keiten, die das allgemeine Integral unbestimmt machen, oder wenigstens nur Unstetig- 
keiten besitzen von der Art, dass das in dieselben hineingeführte Integral einen endlichen 
Wert behält. Wollten wir indessen auch Beispiele berücksichtigen mit Unstetigkeits- 
punkten auf dem Integrationskreise, welche die Unbestimmtheit des allgemeinen Integrals 
bedingen, so kann dabei wie früher verfahren werden. Sei ein solcher Ausnahmepunkt 
z. B. ein Pol /?, so haben wir zur Summe rechts einfach den Wert des in der positiven 
Begrenzungsrichtung genommenen Integrals über die unendlich kleine halbkreisförmige, 
den Punkt ausschliessende Ausbiegung*), also die Hälfte des mit 27i multiplizierten 

Residuums, d. h. das Glied yrRes — ^- hinzuzufügen**). 

§ 27. Ist F(z) eine im ganzen Kreise und auf demselben endliche und durchaus 

stetige Funktion, und hat ausserdem F(z) für z = einen endlichen Wert und nicht 

etwa den Wert Null, so findet innerhalb unseres Integrationsgebiets nur einmal eine 

Unterbrechung der Stetigkeit statt , nämlich für den Punkt z = 0. Nimmt F (z) für 

z = statt eines endlichen Werts den Wert an, so kann bei besonderer BeschaflFen- 

FTz^ 

heit von F(z) die Funktion auch für z = endlich bleiben***), so dass alsdann 

z 

das ganze Integrationsgebiet frei von Unstetigkeiten ist. Unser Integral ist in solchem 

Falle offenbar gleich Null; dasselbe wird aber auch, da F(0) = 0, Null sein selbst im 

Falle, dass -^- f ür z = unstetig ist [s. nachfolgende Formel (H)]. Erfüllt nun F(z) 

z 

in dem mit dem Halbmesser r aus dem Ursprung beschriebenen Kreis obige Voraus- 
setzungen, so erhalten wir, da 



u[P(0) + ^yF'(0) + |*-F"(0) + ...] 



Resf(0) = Ees ?^ -= lim -J=- -i^i— "• J. = F(0), 

die Formel 

2'jt 




(H) F{T&^)A(f> = 27iF{0), 



welche die Cauchy'sche Formel genannt wird. 

Setzen wir hierin noch 

F(z)-ftt + z), 
so kommt 

2n 

(J) I f{t + Te'<p)d(f = 27[f{t\ 




♦) iusofern dieser Wert überhaupt ein endlicher ist. 

'*"*') Ein paar Beispiele dieser Art, in Bezng auf welche Biercns de Haan mit Schlömilch in 
Widerspruch steht, sind eben aus diesem Grunde behandelt worden (Beisp. 34 und 37). 
***) Dies trifft z. B. zu, wenn F(z) = z oder F(z) = lg(l— z) ist. 
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wo f (z) eine eindeutige und durchaus stetige Funktion für jeden Wert von 

z = t-\- Qefv> 
ist und ^ < r sein muss. 



Beispiele. 



I. Integrale mit den Grenzen 

— oo und + oo bezw. und + oo. 
a) Die Halbebene als Integrationsgebiet 



1. Beispiel. 






— cc 



worin m und n ganze positive Zahlen bedeuten mögen. Es ist alsdann f (z) = -^ 



z 



m — 1 



z" — e** 



eine eindeutige Funktion, die im Endlichen n-Pole besitzt. Ist n gerade und < ^ <; 27r, 
so kommen von diesen n-Polen, die unter diesen Bedingungen alle imaginär sind, von 

denen also keiner auf der X-Achse liegt, — in die obere Halbebene zu liegen. Als 

Integrationsweg wählen wir den in dieser Halbebene gelegenen, aus dem Koordinaten- 
ursprung beschriebenen, unendlich grossen geschlossenen Halbkreis. Die innerhalb dieses 
Wegs gelegenen Pole sind enthalten in 

a = e " , wo k — 0, 1, 2, . . . Ty — 1 1 ; 

die übrigen — , in der unteren Halbebene gelegenen Pole kommen, als ausserhalb un- 

seres Integrationsgebiets fallend, nicht in Betracht. 
Vermöge Formel (F) ist nun 



. I =27^1^] 




(*) Hptw. I = 27ri> Resf(ap) -- 

— 00 H 

wo 2Resf(ap) sich auf alle oberhalb der X-Achse gelegenen Pole erstreckt und 
[s. Formel (E)] 

1 m —n 

Resf(ap) = — öp 
J* besitzt nun aber einen endlichen und bestimmten Wert, wenn 



— » 



m<n — 1 ; 

unter dieser Bedingung ist aber auch lim zf (z) = lim -^ ^j = 0, womit (§ 14) J' = 0. 

« = 00 Ä=x z — e H 

Damit aber lässt sich statt Gleichung (*) schreiben: 



— 30 






c 

I X" — e^ 

f/ k=0 

— oc 



,dx = ^2eU^4-...)(^-0 



k«J^-i 



= e^" ^ > e " • 



k=0 

Nun aber 

lI_ / _m Vk 



S/ 8™^i\'' 1 _e"»^» 2 
\e " ; = sr~" = iir~ f***' ungerades m. 
i — nl ^ 2 — nl 



i_e"n i — e"" 

S onach 

x"-i 47i:i eV" / 
-^,---^dx = -^ T^.' 

— 00 



wo 



m<n — 1, ^^^jniod2[, 0<^<27r. 






Rechts Zähler und Nenner mit e " multipliziert, giebt 

+ 00 




X™ "" 

(♦*)....;.... I — ;^dx = 

^ ■ x° — e* * n . m 



27reV° / 



sin — n 

— 00 n 



und ^ — 71^=^^ gesetzt und statt ^, wieder ^ geschrieben : 

-4- 00 

(--0 

-TT e^" ^ 

(2) ■ '^ ^ -"^ ^ 



x"^-^ _27r eV" / 

x" + e** """bT . m ' 
' sm — Tc 



— « n 

wo 

— n <i^ C ^) oder was dasselbe : ^* < n^. 

Da aber unsere Funktion unter dem Integralzeichen eine gerade Funktion ist, so gilt 
auch: 

x""" ji TT ev° / 

x"+7-^^ = ¥-riTr— • 

. sm - 71. 

n 

A JL 

Mittels der Substitution x" = x, oder x = x, ", wobei x, " in absolutem Sinne zu nehmen 

ist, geht, wenn wir statt Xj gleich wieder x schreiben, diese Gleichung über in 



J* m 



■ .("-■) 



1^1 

(3) I ^-r-„^dx = 7r^'-^^-^,0<^<l, d*<7r*. 

sin — 71 
■5 n 



^ = gesetzt, und a statt — geschrieben, giebt 
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ra- 1 



- , — dx = ~ 

l + X sm a 71 



, 0<a<l, 



ein Integral, das wir später (Beisp. 8) direkt herleiten werden. 

Setzen wir in Gleichung (*♦) %y = n und schreiben 2 p statt m — 1 und 2 q statt n, 
so ergiebt sich wegen der geraden Funktion unter dem Integralzeichen 



00 



(4) 



J^ 



— d == — 

x^^ ^ 2q 



71 



. 2p+l 

sin — ^ n 

2q 



, 2q>2p + l. 



In (1) 0^ = 2n gesetzt, giebt ein Integral von der Form 

4-00 

"p 



2. Beispiel. 



j- 



3^2 q 



dx. 



— CO 



Z*P 



In. 



f(z) = y-—^ ist unstetig für a= e^ , wo k = 0, 1, 2, . . . (2q — 1). Fttrk = 

und k = q ergiebt sich a = + 1 und a = — 1 ; also 2 reelle Pole , die wir in das 
Integrationsgebiet einschliessen oder aber auch durch die unendlich kleine halbkreis- 
förmige Ausbiegung von demselben ausschliessen können (s. § 8). Imaginäre Pole, die 
innerhalb unseres Integrationsgebiets liegen, das wir dasselbe sein lassen wie im vorigen 



Ü?k 



Beispiele, haben wir also noch q — 1, nämlich die aus e ^ sich ergebenden f ür k = 1 
bis k = q — 1, Die Residuen in Bezug auf die 
reellen Pole ± 1 bestimmen wir abgesondert von 
den fibrigen. Setzt man nun (s. § 4) 

F(z) = z«p und ijp(z) = Y^^, 

so ergiebt sich 

daher 




2Resf(«) = -^2^ = -^2«*''-^' = -^S«"'^^«^ = Y<2p + 



k-q-l 

2q 

1 e'^^ — e'^ 



1) 



2q e'^ — 1 • 



Aber ißq = i7i:(2p + 1)» giebt e*^** = — 1, damit 



2 Res f (a) = - A |±|;;_ = - 2^ ctg -^ (2 p + 1). 



Ferner 



Resf(+l) = (+l)*Plim 



u 



-öl — (+1 + U)*'» 



_ 1 

+ 2q' 



— 32 — 



Und da unser Integral wegen der Grenzen — oo und -f- oc der Bedingung 

2q>2p + l 
zu genügen hat, und diese Bedingung auch genügt, damit lim zf (z) = und also J^ = 



z = oc 



ist, so ergiebt sich, weil die beiden mit ni multiplizierten Resf(+1) sich gegenseitig 
aufheben : 

X2P 



(5) . . 



Hptw. 




— oo 



^^dx = ^ctg-^(2p + l), 2q>2p + l; 



4- ao 



das in die Pole + 1 hineingeführte Integral J aber ist sinnlos (§ 9) *). 

— 00 

Unser Integral enthält eine gerade Funktion; es gilt somit auch: 



OD 



(5 a) . . . . Hptw 



J X°-P 



dx = 4^ctg-^^-(2p + l), 2q>2p + l. 



2q ^ 2q 



3. Beispiel. 



-f CO 



dx, 



— oo 



wo b positiv reell sein soll. Setzen wir dann auch a positiv reell voraus, so werden 
wir wegen der Exponentialfunktion den in der oberen Halbebene gelegenen, aus dem 
Koordinatenursprung beschriebenen unendlich grossen geschlossenen Halbkreis als Inte- 
grationsweg nehmen müssen. Innerhalb dieses Wegs liegt der Pol z = bi; wir erhalten 
für das auf ihn bezügliche Residuum: 

Resf(bi) = e-'^^ 
- d X besitzt aber einen endlichen und bestimmten Wert **), und zwar ist 



/ 



e 



bi 



00 



derselbe =rr 27ri Res f (bi), denn ^f — 0, weil die Funktion 



- für unendlich grosse z 




H z — bi 

verschwindet (§ 15). Damit also 

4" CO 

— ?^^dx = 27^ie~-^ l'^'' 
X — bi ' b^' 0. 

Durch Trennung des Reellen und Imaginären 
ergiebt sich unmittelbar 




*) s. auch § 6. 

00 



*♦ 



) 



j ^ '^ COS a X J 



dx ist nicht ohne Bedentang, wenn f(x) innerhalb der Integrationsgrenzen stets 



positiv bleibt und zu den abnehmenden Funktionen gehört. 
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+ 00 

xcosax — bsinax 



x«H-b 



« 



dx = 



_ ,1 xsinax + bcosax , „ -h 
= und I ^ZL-^2 ^* = 2?le-»^ 



— 00 



— 00 



Aus der letzteren dieser beiden Gleichungen aber folgt, wie leicht zu sehen, 



xsinax + bcosax , «k a>^o 

x^ -|" '^ b > 0. 



Lässt man die Konstante a stetig gegen Null abnehmen, so erhält man hieraus 





bdx 



x^ + b^ 



TT, 



während der wahre Wert dieses Integrals 



TT 



ist ; unser obiges Integral also eine un- 



stetige Funktion des Parameters a. 
Setzen wir in 




+ 00 



e"^ 
-, . dx 



X — bi 



— CO 



a negativ voraus, und nehmen nun als Integrationsweg den in der unteren Halbebene 
gelegenen unendlich grossen geschlossenen Halbkreis, so liegt der Pol bi ausserhalb des- 
selben, und unsere Funktion f(z) ist innerhalb dieses Wegs vollständig stetig, daher 

4-00 




bi 



^dx = 0. 



— oo 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären ergiebt sich fast unmittelbar als 
imaginärer Teil: 



00 




bcosax — xsinax 



x^ + b' 



dx = 



oder 



u 



00 




xsinax + bcosax , r. a<o 
-.2-Vi;2 dx = 0, ,^^ 



x2 + b 



Dasselbe Integral also, welches für positive a 
den Wert ttc"*** besitzt, hat für negative a den 

Wert (und für a = den Wert ^). Als Des- 

cartes'sche Darstellung würden wir daher etwa 
den in nebenstehender Figur gezeichneten Verlauf von 



b>o. 






xsinax + bcosax - i tu i i.« j -n 

a , 1.9 dx als Funktion des Para- 

x* + b* 







JT 


V *./ 




.T 


N. 




— ( 


^^^ 






^^ 


^^ 






-t-a 



3 
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meters a haben (für den Fall, dass b = 1). Durch Addition erhält man für posi- 
tive a 




x-f-bcosax 



x>-|-b' 



dx + 




X — bcosax 



x* + b' 



dx = 2 




= 716-»" 



(6) 




xsinax , ^ ah -^ rw 



Durch Subtraktion erhält man für positive a 



(7) 




bcosax , TT .. ^ rt 



Nehmen wir in (6) a negativ an, so wechselt dieses Integral offenbar das Zeichen ; 
anders dagegen bei (7) : sein Wert ist für negative a derselbe. Ferner wird für a = 



00 



TT 



/ 



^dx=:-^. Be- 



2 




der Wert von (6) =0, derjenige von (7) = -^ sein, denn - 2 i u 

trachten wir nun diese beiden Integrale*) als Funktionen des Parameters a, so werden 

sie, wenn man sich a als Abscisse und den jedes- 
maligen Integralwert als die zugehörige Ordinate auf- 
getragen denkt, etwa die in den nebenstehenden 
Figuren gezeichneten geometrischen Bilder geben (für 
den Fall, dass b =: 1). — Lässt man in (6) b stetig 
gegen Null abnehmen, so ergiebt sich 



smax , 71 ^ ^ 

^- dx==y, a>0. 



ein Integral, das ein besonderer Fall derjenigen Transscendenten, die unter dem Namen 
„Integralsinus" bekannt ist. 

Wird a negativ genommen, so wechselt dieses Integral das Zeichen, und für a = 

wird es zu Null. Als Descartes'sche Darstellung von 





« 



/sina 



d X als Funktion von a ergiebt sich daher 



♦a 



2 



nebenstehender Verlauf. 

Zu Gleichung (7) kommen wir natürlich auch, 
wenn wir ausgehen von 



*) welche die L a p 1 a c e'schen Integrale genannt werden. 
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— 00 



a positiv vorausgesetzt und als Integrationsweg den in der oberen Halbebene gelegenen, 
unendlich grossen geschlossenen Halbkreis gewählt , giebt, da so der Pol z == b i inner- 
halb desselben, 



e~ **** 
Resf(bi) = -2^, 

und daher 

— 00 

Durch Trennung des Reellen und Imaginären: 

+ 00 r -|-oo 





— eo 



woraus 



OD 




bcosax , TT ^^ ^ ^ 



+ « 




e(a4-b)xl I e(a-b)xi 

4. Beispiel. 1 y • — clx. 

^ ■ y + xi 



— 00 



Unter der Voraussetzung 

a> b > 

werden wir als Integrationsweg den in der oberen Halbebene gelegenen unendlich grossen 
geschlossenen Halbkreis wählen müssen; denn dann ist a + b, sowie a — b>0 und 
damit zufolge unserer Untersuchungen in § 15 der Grenzwert des Integi'als über den 
unendlich grossen Halbkreis der oberen Halbebene gleich Null. Setzen wir ferner die 
Konstante q positiv reell voraus, so liegt innerhalb des Integrationswegs der Pol z = qi. 
Nun ist 

Resf(qi) = — ~^~ = -^^(e»>i — e-»>^i). 

+« 
Und da J' einen endlichen und bestimmten Wert hat und 



— X 




f (x)dx =J ^-^ dx, 

- 00 () 

so haben wir 

3* 
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QO 



r [— e- (»+b)xi_|. e-(*-*»)^* 



](q + xi) + [ — e^'^+^^^'+eC^-^^^^Kq — xi) ^^ 



q^ + x* 



woraus durch Trennung des Reellen und Imaginären als reeller Teil: 



00 



Jq sin a X sii 



,„. , ^»...«^sinbx — xcosaxcosbx , n ,„, t,„ h„\ -^ . ~^ 

(8). . I ^- q,_|_^t dx = -2« '"»(e''<»-e-''i), a>b>o. 





In Bezug auf das Integral 

g(Ä+b) X 1 I gfo - b) X 1 

qTxi 




dx 



— oo 



sollen betreffs der Konstanten dieselben Voraussetzungen gelten wie oben. Nun ist 

Res f (q i) = -^ - (e^'i + e- ^ ^). 

Und da J einen endlichen und bestimmten Wert hat und 

— oo 

oo 




so haben wir 



f(x)dx= I ■ — -. dx, 

^ ^ } q — XI ' 



00 



C [ e-(>-fb)»i 4, e-(>-b)xi-| (q ^ ^i) + [e^>>+b)'< + e^^-*»^*] (q — xi) 
H • • • I - q* + x« 



= 27i:e-»«(e^^ + e-*»^), 

woraus durch Trennung des Reellen und Imaginären als reeller Teil: 



CO 



(9) 



fACOsaxcosb^x^^sinaxco^^^^^ a>b>0. 






Nun aber 

+00 

e^*+**^^* + e^*""**^^* 

L-_ d X = 0, 

q — XI 

— CO 

weil der Pol z = — q i ausserhalb des Integrationsgebiets liegt. Und da 

00 

f(x)dx= I j— ^ dx, 

^ ^ ■ q + xi 





— 00 
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so erhalten wir 

[— ^e-[*+^)^* + e-<^-^)»^] (q — xi) + [— e^>+^)'' + e^>-^)»'] (q + xi) , __ ^ 

q* + x« - dx — 0. 



Die linke Seite dieses Integrals zu derjenigen von Gleichung (*) addiert, giebt, wenn 
gleich das Reelle und Imaginäre getrennt wird, als reellen Teil: 

/^r.N I sinaxsinbx , n ,„/»,« k„\ ^ ^^ ^ 

(10) I q2^^« dx=^e-^He^>i-e-^<i), a>b>0. 



Und damit vermöge Gleichung (8) das weitere Resultat 

«0 

/.^x I xsinbxcosax, ^ / k„ k„n ^ u ^ /^ 

(11) I — ^Z^t — dx= --^(e»»^ — e-^«!), a>b>0. 



Ferner wird sein 

4-00 

ef» + b)xl^ß(a-b)xl 




dx = 0, 



q — XI 

— 00 

weil auch hier der Pol z = — q i ausserhalb des Integrationsgebiets liegt. Da aber 

00 

g-(a+b)xi^ß-(»-b)xl 





q + xi 

— 00 

so erhalten wir 

00 

[e-(«+b)«i.j_e "- ^»i Kq — x i ) + [ e"+b)xt-|-e"-''>'"](q-|-xi) ^ _ 

q» + x» dx_0. 



Die linke Seite dieser Gleichung zu derjenigen von Gleichung (♦♦) addiert, giebt, 
wenn gleich das Reelle vom Imaginären getrennt wird, als reellen Teil: 

OD 

(12) J^%*?j^^'-dx==-|^^-e-..(e'>' + e-na>b>ü. 



Und damit vermöge Gleichung (9) das weitere Resultat 

00 

/ ■• r»\ I ■<* sm a X cos ux. tt ««/k,. i i»^\ -^■»»^y^ 

(13) I — ;;i-q7^Y— dx = -^e-*'i(e»>^ + e"'>q), a>b>0. 




5. Beispiel. 




— 00 



— 38 - 

worin a und b beliebige positive Zahlen sein sollen, m dagegen eine positive ganze Zahl. 
Wir werden alsdann wieder den in der oberen Halbebene gelegenen, unendlich grossen 
geschlossenen Halbkreis als Integrationsweg wählen müssen. Der Pol z = b i, in welchem 
die Funktion f(z) von der mten Ordnung unendlich wird, liegt dann innerhalb desselben. 
Setzen wir (§ 4) 

P(z) = e*^* und (f(z) = -.-t — ..—, 
so ergiebt sich 

lim 



und damit 



tp (a) = Um u»» (/) (b i + u) = lim j--~ = (- i)-», 

u=o u:=o VlU; 

ip' (a) = 

i//"(a) = 0, F«^-i>(a) = (ai)"^-ie-*^ 



womit 



Resf(a) = Res[F(bi) . tp{hi)\ 



1)1 — (— i)°'(ai)"~^e-'^^ _ (- i ) 



— Da'^-^e-*^ 



(m — 1)! (m— 1)! 



7hX — ^ d X I = I ^ d X, wo von bekannter Bedeutung | 






m m 

verhält sich aber für sehr grosse x der Ausdruck (b* + x*) ^ wie (x*) * = (+ x)"^ ; mithin 
besitzt unser Integral J* einen endlichen und bestimmten Wert, da die Integrale 

— 00 

-f-oo -j-oo 

J^sinax .x^^dx und ^/'cosax.x-^dx für positive m im Unendlichen nicht sinnlos 



— 00 



sind (s. die Fussnote bei Beisp. 3). Endlich ist gemäss § 15 das Integral über den 
unendlich grossen Halbki'eis ^f = 0; wir erhalten daher 

(14) . I — r— 1 — 7-— dx= , ,Tl-a°'-^e-•^ a, b>0 und m eine pos. gz. Zahl. 

^ ^ j (b + xi)"' (m— 1)! » > -^ 1 © 

— 00 

-^00 

e-p^* dx 



6. Beispiel. 




(a + xi)^(b + xi)«... q« + x«' 



— 00 



worin a , b , . . . ; p , q positiv sein sollen , ebenso r , s , ... beliebige positive Grössen 
bedeuten, die also nicht notwendig ganze Zahlen zu sein 'brauchen. Als Integrations- 
weg werden wir den in der unteren Halbebene gelegenen, unendlich grossen geschlossenen 
Halbkreis wählen müssen; die Unstetigkeitspunkte z = ai, bi, ... der resp. Funktionen 

-, — ; — ;.-, -7^-, — -.-, . . . liegen alsdann ausserhalb des Integrationsgebiets und nur der 

(a + zi)'' (b+zi)'*' 

Pol z = — qi ist innerhalb desselben. Nun ist 



— 39 - 



,+« 



womit, da J' im Unendlichen offenbar nicht sinnlos ist und J" = 0, 



— CO 



(15) 



+• 

e-p" 

(a + xij'Cb + xi)"... 



dx 



71 



e-p'i 



qM-x" q (a + q)'(b + q)^.. 



— 00 



a, b, . . . ; p, q; r, s, . . . > 0. 



Diese Gleichung bleibt selbst dann noch in Kraft, wenn die Konstanten q, a, b, . . . 
solche komplexe Werte erhalten, deren reelle Teile 
positiv sind. Sei z. B. 

a = A -|- // i, wo k positiv, 

so wird die Funktion unter dem Integralzeichen un- 
stetig für 

z = (A + /a)i = — fi 4-i'l', 

d. h. in einem Punkte ausserhalb des Integrationsgebiets, 

wie dies auch unter Voraussetzung eines reellen a der 

Fall war. 

Sei ferner 

q = Ai + //, i, wo A, positiv, 

so wiirde innerhalb des Integrationsgebiets zu liegen kommen der Pol 




womit 



e-Jp^i"i-A,«) 

^'''^^'^ -'^'^= [a+io,-A.i)]aT^: 



2(fi,-l,i) 



e-pUi+^i*) 



[a + (A, + fi, i)y [. . .JV . . 2 (A, + fi, i) 



g-pq 



(a + q)r(b + q)s... 2q ' 

In der Entwicklung wird also gegenüber früher nichts geändert. 

Es stammt vorliegendes Integral von Dirichlet her*). Dasselbe enthält eine Fülle 
von einzelnen Resultaten; u. a. leitet er aus ihm folgendes Integral her: 



7. Beispiel. 

4-00 




— axl 



dx 



[lg(h + xi)J".[lg(g + xi)l"... (k + xi)P(l + xi)'i... b^ + x« ' 



— 00 



worin a und b ; k, 1, . . . positiv sind, ebenso m, n, . . . ; p, q, . . . beliebige positive Zahlen 

bedeuten ; h, g, . . . dagegen positive Grössen, die grösser als die Einheit sind. 

Der Integrationsweg ist alsdann derselbe wie im vorigen Beispiele ; mit Ausnahme 

des Pols 

z = — bi 

liegt innerhalb desselben keiner der Verzweigungspunkte z = ih, ig,...; ik, il...; 



'*') Crelle'sches Journal, Band 4. 
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ebenso keiner der Punkte, für welche h-\-iz = l, g-f-iz = l,..., d. h. keiner der 
Unstetigkeitspimkte z = — (1 — h) i, — (1 — g) i, . . . 

Nun ist 

ß-ab i i *\ 

Eesf(-bi)= ^ig(h + b)]-.[lg(g + b)]-... ■ (k + b)P(l + b)<i... "TM" 

4-« 

sonach, weil f im Unendlichen nicht sinnlos ist und T = 0, 

^^^^ ' J "tlg(h + X i)]- . [lg (g + X ÖFTTT • (k + xi)p(r+ilyrT7 " b« + x«~ 

n e-**» 1 




b [ig(h+b)r.[ig(g+b)]v.. (k+b)pa+b)^...- 

Die Konstanten m, n, . . .; p, q, . . .; k, 1, . . .; h, g, . . . können, wie man leicht 
sieht, auch komplexe Werte bezeichnen, deren reelle Teile zu den positiven Grössen 
gehören und für die Grössen h, g, . . . grösser als die Einheit sind. 

+ 00 

8. Beispiel. 






worin a ein rationaler Bruch oder eine irrationale Zahl sein soll. 

Als Integrationsweg können wir den in der oberen oder unteren Halbebene ge- 
legenen, unendlich gi'ossen geschlossenen Halbkreis wählen ; nehmen wir ersteren. Inner- 
halb dieses Wegs ist f(z) vollständig stetig; dagegen kommen auf die geradlinige Be- 
grenzung desselben zu liegen 1) der Pol z = — 1 und 2) der Verzweigungspunkt z = 0, 

in welchem, wenn a< 1 , f (z) = ~Y—r- — unendlich wird. In Bezug auf den Pol z = — 1 

1 -|- z 

machen wir die einschliessende **) , unendlich kleine halbkreisförmige Ausbiegung h; für 
z = die auöschliessende Ausbiegung h,. Innerhalb dieses so bestimmten Gebiets ist 
die Funktion f(z), mit Ausnahme des Punkts z == — 1, durchaus stetig. Sie ist aber 
auch eindeutig, wenn wir einen bestimmten Zweig der vieldeutigen — im Falle eines 
irrationalen a unendlichdeutigen — Funktion z*"* ins Auge fassen; wir wählen den 
Zweig der einfachsten Funktionswerte, der für die Punkte der positiven X-Achse die 
positiven reellen Funktionswerte x*"* liefert, nämlich die Werte, die, wenn z = re*^ ge- 
setzt wird, sich aus 

ergeben für k := und (f = 0. Da nun in Bezug auf den Punkt z = die Ausbiegung 
nach der positiven Seite hin stattfinden soll, so sind den Punkten der negativen X-Achse 
diejenigen Werte zuzuweisen, die sich ergeben aus obiger Formel für k := und cp -■= tt, d. h. : 

f(— x) = X* -^e^^i^-v z= _x*-^e*»^ 

'*') Unter dem Zeichen lg steUen wir nns den ,,einfachsten" Wert des natürlichen LogarithmnB vor, 
also lg (u + i «^) = lg r + i *h wo 'Z' = arctg — zwischen ^ und + -^ liegt und r der Modalns der 

komplexen Grösse u-f-ii' int. 

**) Ehensogat könnte natttrlich die ansschliessende Ausbiegang gemacht werden. 
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Nun ist 



(♦).... Hptw 



+ 00 



= 27riResf(— 1). 



— «0 



h ht 



Die beiden Integrale Hptw. J" und J" sind für ihre Grenzen oo konvergent, wenn 



— 00 



a < 1 (§ 9) ; unter dieser Bedingung ist aber auch in Bezug auf den unendlich grossen 
Halbkreis limzf(z) = 0, womit (§ 14) 



2 SB OD 




= 0. 



V 00 

Beide Integrale Hptw. J" und f können sodann in den Verzweigungs- und ünstetig- 
keitspunkt z = hineingeführt werden, wenn a > (§ 9) ; unter dieser Bedingung aber 



auch limzf (z) = 0, womit (§ 13) 

E=0 




= 0. 



Ferner ist nach § 11 




= 7iiResf( — 1). 




Aber 



Resf( - 1) = e»«^*-*> = — e»*'', 



OD 



somit wird , da Hptw. I = — e 






dx, aus unserer Gleichung (*) 



00 



op 



Vi 



e^^^'Hptw 



Jx* ~ ^ I X* ■" * 



dx = — Tiie 



\%n 



«o 



Und da die Elemente der beiden Integrale Hptw. 






dx und 



ob 

1+^ 



d X alle 



reell, so ergiebt sich hieraus durch Trennung des Reellen und Imaginären als itna- 
ginärer Teil: 



00 



(17) 



J3-S- 1 
T- X 



dx = n:ctga7r, 0<a<.l. 
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Diesen Wert in die Gleichung des reellen Teils eingesetzt, liefert 



(18) 






ix = ncosecQ,n^ 0<;a<l. 



Anmerkung 1. Wählen wir als Integrationsweg den geschlossenen Halbkreis 
der unteren Halbebene, so ist in Bezug auf z = die Ausbiegung nach der negativen 
Seite zu machen; den Pol z = — 1 schliessen wir wieder ein. Den Punkten der posi- 
tiven X-Achse weisen wir auch diesesmal die positiven reellen Funktionswerte von z* " ^ 
zu; alsdann haben wir denen der negativen X-Achse diejenigen Werte beizulegen, die 
sich ergeben aus z*-^ = r»-ie*f^+*^^)('*-^) für k = und r/) = — yr, d. h. f(— x) 

Y« — 1 o — iÄ(a — 1) -_- ya — lo — laÄ 



Nun ist 



(♦*).... Hptw 



— 00 h b« H 



— 27tiResf(— 1). 



o 



QT) 



u 



Die Bedingungen für die Konvergenz der beiden Integrale Hptw. ^f und J* und 

— 00 

für das Nullsein von f und C sind oifenbar dieselben wie oben; dagegen ist 




= — 7TiResf(— 1) 



und 



Resf(— 1) = — e-**^ 



00 



Somit wird, da Hptw. 1 = — e"'**'^Hptw 




1-. 



dx, aus unserer Gleichung (**) 



— 00 



00 



e-**^Hptw 



• fe^^+fe 



dx = Trie"**^. 



— X f 1 H-X 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären als imaginärer Teil: 




1^ 



dx == TrctgaTT. 



Diesen Wert in die Gleichung des reellen Teils ein- 
gesetzt, liefert 




00 



ra — 1 



1 + x 



dx = TTCosecaTT, 



also dieselben Resultate wie oben. 
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Anmerkung 2. Wollten wir den Verzweigungspunkt z = in das Integrations- 
gebiet einscMiessen, so könnte dies selbstverständlich geschehen ; nur wäre alsdann auch 
der oo ferne Punkt der -[- X-Achse, der ein 2 ter Verzwei- 
gungspunkt der zu integrierenden Funktion ist, in das- 
selbe aufzunehmen [s. Fussnote **) zu § 1]. Um auch 
hiefür ein Paradigma zu haben , möge für das obige Bei- 
spiel die Rechnung hier durchgeführt werden: 

Als Integrationsweg wählen wir wieder, wie zuerst, 
den geschlossenen Halbkreis der oberen Halbebene. Den 
Pol z = — 1 schliessen wir am einfachsten aus. Die zu 
beiden Seiten der + X-Achse entlang geführten Integrale 
samt den über die beiden cx> kleinen Kreischen k, und kg 
um z = und z = -|- °^ erstreckten Integralen sollen mit f bezeichnet sein. Alsdann 

ist, da beim Umkreisen der hanteiförmigen Begrenzung K der Wert der Funktion 




r«-l 



1 + z 



nicht geändert wird, und innerhalb des 2 fach begrenzten Flächenstücks T die 



Funktion f(z)| = 



r 



r«-l 



1 + z 



] 



synektisch ist, das über die äussere Begrenzung U der X- 



Achse mit den selbstverständlichen Ausbiegungen h und h^ (s. die Figur) und des co 
grossen Halbkreises H genommene Integral gleich dem über K erstreckten Integral J", 

K 

SO dass also die Gleichung gilt: 



(*) 



wo 



Hptw. 



— 00 h hj H K 



OD 



K k, Qo kj 



Weisen wir nun in Bezug auf die Funktion z*-* den Punkten auf der rechten 
Seite der -f X-Achse c» die Funktionswerte x*-* zu, so haben wir denjenigen der 
linken Seite die Werte x*~^e-^**^ und denjenigen der negativen X-Achse die Werte 



_^a-iß-iajt beizulegen. Damit aber wird das Integral 





00 



Hptw. = 






dx 



und das Integral 



— 00 



Ferner 




00 



=^ — e 






dx. 



= — irrResf(— 1) = i.-re "*''''. 
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Sodann unter denselben Bedingungen wie oben 



/■ /■ /• 




= 0. 



Damit aber geht, da das vom Hptw.J^ losgetrennte Integral J links und das 

— 00 

00 

Integral J rechts sich gegenseitig aufheben, obige Gleichung (*) über in 





00 



-^ dx + i7i:e-**^=— e-2**^ -r—, — dx 

l-x ^ J l+x 





00 00 



^j dx = X und j -j— 7- — dx=Y, 



— e-**^X4- e«*»^Y = — iTre-*»^ 

Hieraus durch Trennung des Beeilen und Imaginären 
als reeller Teil 

XcosaTT — Ycos2a7T = TrsinaTr, 
als imaginärer Teil 

XsinaTT — Ysin2a7r = — TicosaTr. 

Aus diesen beiden Gleichungen aber ergiebt sich 

X = TTCtgaTT und Y = TicosecaTi:, 

also dasselbe Resultat wie oben. — Der Vergleich dieser Rechnung mit den beiden vor- 
stehenden Lösungen zeigt, dass es, wie schon in § 8 betont, in der That zweckmässiger 
ist, etwaige auf dem Integrationswege liegende Verzweigungspunkte durch eine (halb- 
kreisförmige) Ausbiegung von dem Integrationsgebiet auszuschliessen. 

+ 00 



9. Beispiel. 



d^x 



worin fd ein rationaler Bruch oder eine irrationale Zahl, a dagegen eine komplexe Grösse 
sein soll. Als Integrationsweg können wir wieder den in der oberen oder unteren Halb- 
ebene gelegenen, unendlich grossen geschlossenen Halbkreis wählen; wir wollen den 
ersteren nehmen. Machen wir dann in Bezug auf den Verzweigungspunkt die aus- 
schliessende , unendlich kleine halbkreisförmige Ausbiegung h, so enthält — wenn wir 
festsetzen, dass der imaginäre Teil von a positiv sein soll*) — unsere Funktion f(z) 
innerhalb dieses Wegs ausser dem Pol z = a keinen Unstetigkeitspunkt. Die Funktion 
f(z) ist aber innerhalb dieses Wegs auch eindeutig, wenn wir einen bestimmten Zweig 
der vieldeutigen (unendlichdeutigen) Funktion z^ = j.^ei(9?-f 2kjr)^ j^g Auge fassen, z. B. 
denjenigen, der sich ergiebt für k = ; den Punkten der positiven X-Achse fallen dann 



*) wodurch die AIIgemeiDheit offenbar nicht beschränkt wird, da der Wert des Integrals bei der 
Verwandlung von a in — a nngeändert bleibt. 
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die positiven reellen Fanktionswerte x<", denjenigen der negativen X-Achse die Werte 
x^'e''"' zu. 

Nun ist 

+ • 

dx 



(•) 



Hptw 




x^(x' 



«^^J+J=^" 



= 27riResf(a). 



— OB 







Die beiden Integrale J^ und J^ sind für ihre Grenzen c» konvergent, wenn // > — 1 ; 

— 00 

unter dieser Bedingung ist aber auch in Bezug auf den unendUch grossen Halbkreis 
lim z f (z) = 0, womit S= 0. 

oc 

Beide Integrale J* und J^ können sodann in den Verzweigungspunkt z == 0*) 

— CO 

hineingeführt werden, wenn /<< 1; unter dieser Bedingung ist aber auch limzf(z)=:0, 
womit r = 0. 

Ferner 



KsO 



1 



Resf(a):^2^:^ 



i> 



00 



somit wird, da I = 



J --•"'}.. 



dx 

(x* - a*J ' 



aus 



— flO 



unserer Gleichung (*) 



• • • (l+e 






dx 



TTl 



x^(x* — a^) a/^+i' 




woraus 



(19) . 



dx ;rie • 

x'' (x* — a") ~ ~~tE ' 

2aA'+»cos* 



1</«<1. 



Machen wir hierin die Substitution x* = y und setzen /< = 2 A. — 1 , femer a* == a, so 
ergiebt sich 



OD 



(19 



. j dx ne^^^ 

' I x^(x — a) ~ a^sin^Tr' 



Setzt man ferner a = i, d. h. a = — 1, so folgt 



(19 b) 




dx 

xHl + x) 



- = jicosecATT, 0< il< 1, 



und hieraus für A. = 1 — a 



*) in welchem die Funktion f(z) unendlich gross wird, wenn ^I>0. 
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ra — l 



1 + x 



d X = TT cosec a TT, 0<a<;l*). 



In Gleichung (19) ^^ = 1 — a und a = i gesetzt, liefert 



00 



(19 c) . 



■ • 






2 



j 71 Sin; 

d X = -^ cosec 



2"' ^<^ 



2. 



10. Beispiel. 




X 



a-l 



+ X^ -[- X' 



.irdx, 



worin a ein rationaler Bruch oder eine irrationale Zahl sein soll. 

Als Integrationsweg können wir, wie in den beiden vorhergehenden Beispielen, den 
in der oberen oder unteren Halbebene gelegenen, unendlich grossen geschlossenen Halb- 
kreis wählen ; wir nehmen den ersteren. Schliessen wir den Verzweigungspunkt z = 
durch eine unendlich kleine halbkreisförmige Ausbiegung aus, dann ist unsere Funktion 
f(z) innerhalb dieses Wegs durchaus stetig, ausgenommen in den Punkten 



a, = e ^ und «g = e 



2n 
~8~ 



sie ist eindeutig, wenn wir unter z*~* z. B. den Zweig der einfachsten Funktionswerte 
verstehen, also eine Funktion, welche für die Punkte der positiven X-Achse die posi- 
tiven, reellen Funktionswerte x*-^, für die Punkte der negativen X-Achse die Werte 



— X* - ^ e* * '^ geben. Nun ist 




e 



• • • 



Hptw. 




•{■ 00 



X 



a — 1 



+ x' + x 



rdx + 



— 00 



H 

h H 



p=2 



= 2 Tri N^ Res f(ap). 



p = i 



Die beiden Integrale J' und J^ sind für ihre Grenzen oc konvergent, wenn a<4; 

— 00 l) 

unter dieser Bedingung ist aber auch in Bezug auf den unendlich grossen Halbkreis 
lim zf (z) = 0, womit 



Z = 00 




= 0. 



OD 

Beide Integrale J' und J' können sodann in den Verzweigungspunkt z = 0**) 



— 00 



hineingeführt werden, wenn a > ; unter dieser Bedingung ist aber auch der auf den 
unendlich kleinen Halbkreis des Punkts z ^=0 bezügliche limzf(z) = 0, womit 

z=0 

*) Siehe Gleichnng (18), sowie die aus Gleichnng (3) gewonnene Gleichung. 
♦♦) in welchem die Funktion f (z) nnendlich gross wird, wenn a -< 1. 
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Ferner ist 



Resf 



(e?)== 



1 |(. - 1) 

e * 



.|,.-„ 



und 



2e » U4-2e »j 



2iV3 



Resf 



(.' ") = 



e » 



-e 



I -V (»-«) 



2e » U + 2e »j 



2iV:J 



somit wird 



ird, da | = — e'»" 



CO 

f— ^•-:-— dx 



aus unserer Gleichung (.) 



— CO 



(1 



— e*^^) Y 



ra— 1 



+ X^ + X* 



dx = — - I e * 



l*./'-(a-2) 



V3 



woraus nach kurzer Rechnung sich ergiebt: 



00 



(20). 



1+x^ + x* 



, TT B>n . 2 — 

d X = -7^- cosec - ^— sm — - 

V3 2 6 



a 



TT, < a < 4. 



11. Beispiel. 



+ 00 

r ^ dx 

I (l + iqx)p'l + x'" 



— OD 



WO p einen rationalen Bruch oder eine irrationale Zahl bedeuten möge. 

Der Verzweigungspunkt z = — der vieldeutigen (unendlichdeutigen) Funktion 

(l+iqz)p liegt in der oberen Halbebene, wenn q positiv reell, oder eine komplexe 
Grösse ist, deren reeller Teil zu den positiven Grössen gehört. Wir integrieren unter 
dieser Annahme über den unendlich grossen geschlossenen Halbkreis der unteren Halb- 
ebene. Innerhalb dieses Wegs befindet sich ausser dem Pol z = — i kein Unstetig- 
keitspunkt. In Bezug auf die vieldeutige Funktion 
(1 -|-iqz)p wählen wir, um Eindeutigkeit zu schaffen, 
den Zweig der einfachsten Funktionswerte und können 
so für die Punkte der X-Achse schreiben; 

(l+iqx)P = (l + q*x«)« e»»»«^^^*) 
und hieraus 

J g— iparotgqx 

(1 + i'qx)p ~ p" • 

(l+q«x«)'-^ 




*) wo arctg zwischen — -^ uncl-|- ^ . 
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Nun ist 



— CO H 



^P*"- J ötW IT? + J= - '"^ ^'' '^- '^- 



+ 00 

Das Integral J* ist aber für positive p im Unendlichen nicht sinnlos (s. Beisp. 5) ; unter 



— 00 



dieser Bedingung aber auch der auf den unendlich grossen Halbkreis bezügliche 
lim zf (z) = 0, womit f= 0. Und da 

— 1 *) 

Res f (— - i) = -^rrj.—r -\i, 

^ ^ 2i(l + q)P' 
so wird aus unserer Gleichung (*) 

dx TT 



(21) 



J (l + iqx)P l 



+ x' (l + q)"- 



— OD 

CO 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären und Übergang zu / ergiebt sich 



(als reeller Teil) das weitere Resultat 



00 



,^Q\ I cos (p arctg q x) dx n 

^ ' I .r"T-(-"x« ~2(1-} 



12. Beispiel. | „ , ^dx, 



(l + q»x*)- ^^ 



q* + x' 






WO p und q beliebige positive reelle Grössen sein sollen. 

Die unendlichdeutige Funktion Igpz hat im Endlichen als einzige Singularität den 
auf der X-Achse gelegenen Verzweigungspunkt (2. Gattung) z = 0. Als Integrations- 
gebiet können wir daher die eine oder andere Halbebene wählen ; nehmen wir die obere 



*) Es wurde oben die Funktion (l-|~iqz)^ auf der reellen Achse definiert durch die Formel 

(l + iqx)P=:(l+q«x«)« e*P"^*«^^ 

Dass aber nun der so (definierten Funktion für z = — i in der That, wie hier angenommen, der reelle Wert 

(1 4- q)^ entspricht) lässt sich folgendermassen streng beweisen : 
Für kleine z kann offenbar gesetzt werden: 

(l + iqz)P = l + (P)(iqz)' + (P)(iqz)«+.... 

Für Werte von z auf der negativen imaginären Achse, die nahe beim Nullpunkt sind, ist demnach die 
Funktion (1 + iqz)^ reell, und da sie für z = — iy jedenfalls in der Formel 

(t + qy)Pe"^*P 
enthalten ist, so folgt aus der Stetigkeit, dass ihr für die ganze negative imaginäre Achse die reellen Werte 

(i+qy)' 

entsprechen. 
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und integfrieren also über den in ihr gelegenen, aus dem Ursprung beschriebenen, 
unendlich grossen geschlossenen Halbkreis, schliessen ausserdem z = durch eine unend- 
lich kleine' halbkreisförmige Ausbiegung aus, so liegt innerhalb dieses Wegs ausser dem 
Pole z ^ q i kein ünstetigkeitspunkt. Um der Anforderung der Eindeutigkeit und Stetig- 
keit zu genügen, verstehen wir unter Igpz diejenige Funktion, die sich darstellen lässt 
in der Form 

-g- lg(p*x* + p2y2) + iarctg ^, 

V V 

wo arctg ^- den kleinsten zwischen und n gelegenen Bogen, dessen tg = - , bedeutet. 
Nun ist 

+ 00 

W Hptw. I ^^dx + 1 + ) =27riResf(qi). 

— 00 h H 

CO 

Die beiden Integrale J und J sind aber offenbar für ihre Grenzen oo konvergent ; 

— 00 ü 

ebenso für ihre Grenzen 0*). Ferner ist, weil sowohl der auf den unendlich grossen 
Halbkreis bezügliche limzf(z), als auch der auf den unendlich kleinen Halbkreis des 

Z =C0 

Verzweigungspunkts z = bezügliche limzf(z) = 0, 



Z = 




= und I = 




Endlich ist 

71 



Resf(qi) = 



igpq + ig 



2qi • 

00 00 00 

dx 

'2 + x2' 



Somit wird, da | — | ^^ v-*^ dx= ( -f, vdx + i^r ( -^^^—^. aus unserer 

J J q' + x- J q'^ + x^ J q^ 



Gleichung (*) 



— 00 




00 

8 




TT , , . TT 



q«_|_x« -- • I q' + x^ q '^^^ ' 2q' 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären: 



00 OD 




(23) I -:#r^dx = -,";,lgpq und I ^^ - - 




q*-4-x« 2q "'^^ | q' -|- x« 2q" 



13. Beispiel. 1 lg (1 — ix) ^^ 




(1 + x") 



t\2 ' 



— 00 



Der Verzweigungspunkt z = — i der unendlichdeutigen Funktion Ig(l — iz) liegt 
in der unteren Halbebene; wir müssen daher den in der oberen Halbebene gelegenen, 

*) 8. G. F. Meyer's Best. Integrale p. 51. 
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unendlich grossen geschlossenen Halbkreis als Integrationsweg nehmen; innerhalb des- 
selben liegt als einziger ünstetigkeitspunkt der Pol z = i, in welchem die Funktion 

yr— j — ^ unstetig in 2ter Ordnung wird. Fassen wir sodann lg(l — iz) auf als die- 

jenige Funktion, welche — wenn sie in ihren reellen und imaginären Bestandteil zerlegt 
wird — sich darstellen lässt in der Form 

l-l&[(l-|-yr + x«]-iarctg "" 



WO arctg-r-, — den kleinsten zwischen — '- und + ,^- gelegenen Bogen, dessen 

1 -f- y dt d 

tg — - -, - , bedeutet, so ist auch der Anforderung der Eindeutigkeit genügt. 
Nun ist 

W Hptw. j lg(l_ix)-^^|^^,^.,-f J =2.riResf(i). 

— 00 H 

Das Integral J ist aber, dank der Nennerfunktion, im Unendlichen nicht sinnlos. 



— X 



Ferner ist der auf den unendlich grossen Halbkreis bezügliche lim zf(z) = 0, womit 



7. s 00 




H 

Setzen wir sodann 

F(z) = lg(l — iz) und y(z)= -^^j^^. 

so ergiebt sich 

P(a) = lg2, F' («)=--! 

und 

, , ,. 1 1 ,/ N T — 2(2i4-u) i 

"^ («) = ?f. w+^f = " "4 ' '^ ^"^ == iL"J "(2 i +-ur - = - 4 ' 

daher nach § 4 

Resf(i) = -l(-|) + (-4-)lg2 = - ; (lg2-|), 

und somit wird aus Gleichung (*) 



00 

00 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären und Übergang zu J: 

00 00 



00 



welch letzteres Resultat unmittelbar einleuchtet, da f(x) = — f(— x). 



51 - 



14. Beispiel. 




Igx 

(x — 1 } X» 



dx, 



wo a ein rationaler Bruch oder eine irrationale Zahl sein soll. 

Als Integrationsweg wollen wir den unendlich grossen geschlossenen Halbkreis der 
oberen Halbebene wählen ; alsdann ist die auf den gemeinschaftlichen Verzweigungspunkt 
z = der beiden vieldeutigen Funktionen Igz und z* bezügliche Ausbiegung h nach der 
positiven Seite hin zu machen. Der Punkt z = 1 ist für f (z) kein Unstetigkeitspunkt, 
denn es nimmt in ihm die Punktion f(z), dank der Anwesenheit der Funktion Igz, den 
endlichen Wert 1 an. In Bezug auf Igz und z* wählen wir, wie früher, den Zweig der 
einfachsten Funktionswerte, so dass sich — die Funktion Igz betreifend — für die 
Punkte der positiven X-Achse die reellen Werte Igx, für diejenigen der negativen X-Achse 
die komplexen Werte Igx-f-iyr ergeben; die Funktion z* betreffend dagegen für die 
Punkte der positiven X-Achse die positiven reellen Werte x*, für diejenigen der negativen 
X-Achse die komplexen Werte e^^'^x**. 

Da nun innerhalb des so bestimmten Integrationsgebiets f(z) eindeutig und voll- 
ständig stetig ist, so haben wir 



+ 00 



« 



Hptw 




Igx 



(x — 1) X* 



— oo 



"+/+/="• 



00 

Die beiden Integrale J und J sind aber für ihre Grenzen oo konvergent, wenn 



— 00 



a > ; unter dieser Bedingung aber auch der auf den unendlich grossen Halbkreis be- 
zügliche lim zf(z) = 0, womit S = 0. 

Z = ao H 

00 

Beide Integrale J^ und J" können sodann in z = hineingeführt werden , wenn 



— 00 



a < 1 ; unter dieser Bedingung aber auch der auf den unendlich kleinen Halbkreis des 
Punkts z = bezügliche limzf(z) = 0, womit ^f = 0. 

h 



Ks 





Damit wird 



ird, weil | = — e~"**^ | 



00 

' Igx -|- ITT 



(x + l)x« 



dx. 



00 



aus unserer Gleichung (*) 



OD 



Un f I gX + JTT f Igx 

I (x+l)x«^ «x-^ I (x_l)x'» 



dx = 




oder 



— e 



— law 




OD 



OD 



l)x* f (x+l)x* ' J 





Igx 



(x--l)x* 



dx = 0. 



4* 
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Durch Trennung des Reellen und Imaginären als imaginärer Teil: 



00 00 







woraus mit Rücksicht auf Gleichung (18) 



00 




/c,n\ I ^S^ Ji 9 cosaTT ^ ^ ^^ 



als reeller Teil: 

00 « QO 

Jdx 1 Igx j , I lg 

(x-^l)x* I (x-f-l)x* I (x — 



^^^ --^-dx = 0. 

l)x* 



Wegen (18) und der vorigen Gleichung folgt hieraus 






(27) \ -^^^^c r^^ = ^^-^ , o<a<l. 

^ ^ ■ ^-^ l)x* sm^aTT 



+ 00 

J^ipigd+iqx) I e-ipigd+iqx) 
' ^ dx, 



— 00 



worin p und q beliebige positive reelle Grössen sein sollen. 

Der Verzweigungspunkt z = — der Funktion lg (1 -[- i q z) liegt für positives q 

oberhalb der X-Achse; wir wählen deshalb den unendlich grossen geschlossenen Halb- 
kreis der unteren Halbebene als Integrationsweg, innerhalb dessen sich als einziger Aus- 
nahmepunkt der Funktion f(z) der Pol z = — i befindet. In Bezug auf die Funktion 
lg(l + iqz) greifen wir den Zweig der einfachsten Funktionswerte heraus und können 
dann für die Punkte der X-Achse schreiben: 

+ iplg(l + iqx) = +^lg(l + q«x«) + parctgqx*), 
womit 



g+iplg(l-fiqx) — _ ß+parctgq 

Nun ist 

+ 00 

w 



^[cos||lg(l + q«x«)| + isinj-P lg(l + q«x')|]. 



l^~P ^^+ I =-2^iResf(-i). 



— 00 H 



-foo 

Das Integral J" ist aber im Unendlichen nicht sinnlos. Und weil der auf den unendlich 



— « 



grossen Halbkreis bezügliche limzf(z) = 0, so ist J"= 0. 

K = 0O U 

♦) WO arctg zwischen — ^ und + -j^. 
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Ferner 



Resf (— i) = -J_ 2 . "^ ~ T ^^^ tP^^(^ + ^)]- 



Somit wird aus unserer Gleichung (♦) 

+ 00 



(28) - 



1+X^ 



dx = 27rcos[plg(l 4-q)]- 



— 00 



Hieraus bei Trennung des Reellen und Imaginären als reeller Teil: 

4-« 

I g-parctgqx 



(29) 



Jpparctirqx . 
— f 



+ x 



2 



cos 



[g-lga + q'^x«)| dx = 27rcos[plg(l + q)J. 



— 00 



Anmerkung 1. Als Wert des Integrals 




-f-oo 



giplg(l+lqx) _ g-iplg(l + lqx) 



dx 



— 00 



ergiebt sich, da in diesem Falle 




glplg(l + q) e-lplg(l + q) 

Resf (— i) ^ -^-, = — sin[plg(l + q)], 



— 2i 



(30) 



+ 00 

Jßiplgd + lqx) ._ e-iplg(l+lqx) 



dx = 27i:isin[plg(l4-q)L 



— « 



woraus bei Trennung des Reellen und Imaginären als imaginärer Teil: 

+ 00 



(31) 



Joparctgqx_l o-parotgqx f^ \ 
iLj^V s'»^! i-lg(l + q*x*)}dx = 27rsin[plg(l + q)]. 



— «) 



Anmerkung 2. Wäre das Integral (29) bezw. (31) zur Auswertung vorgelegen, 

[ßipig(i+iqE) _^ e-*p'«<^+**i*) 1 
j_ -^ L von der 

auszugehen ist, ausfindig gemacht werden müssen, was aber im gegenwärtigen Fall und 
in den meisten andern Fällen bei einiger Übung leicht zu erreichen ist. 



00 



16. Beispiel. 




arctg p x 

x(l^^x^) 



dx. 



u 



worin p eine reelle positive Konstante sein soll. 
Da 

arctgpz = 7.— Ig-^i . j 

o*- 2i ° 1 — ipz 
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so können wir setzen 

-f-oo 

arctg p X 



(1) 



Jarc 



I 2^ dX=ö 




-[-«) 



lg(l+ipx) ] 

x(l + x«) 2 




+ 00 

lg(l 



ipx) 



x(l + x«) 



dx. 



— 00 



00 



— 00 



Der Verzweigungspunkt z = — der Funktion lg(l + ipz) unter dem Integral- 
zeichen des 1. Integrals rechts ist dann in der oberen, derjenige der Funktion lg(l — ipz) 
des 2. Integrals, nämlich z = , in der unteren Halbebene gelegen*); der Inte- 

Jr 

grationsweg für das 1. Integral rechts ist daher der in der unteren, derjenige für das 
2. Integral der in der oberen Halbebene gelegene, unendlich grosse geschlossene Halb- 
kreis. Innerhalb dieser beiden Integrationswege liegen ausser den resp. Polen z = — i 
und z = -f- i keine Ausnahmepunkte ; die beiden zu integrierenden Funktionen nehmen 
im Punkte z = 0, dank der Anwesenheit der logarithmischen Funktion, einen endlichen 
Wert an. In Bezug auf die Funktionen lg(l+ipz) greifen wir den Zweig der ein- 
fachsten Funktionswerte heraus. Nun ist 

+ 00 

lg(l +ipx) 



w 



Hptw 




x(l+x2) 



dx+ = — 27riResf(— i). 



— 00 



+ 00 



— CO 



f ist im Unendlichen offenbar nicht sinnlos. Und weil der auf den unendlich 

grossen Halbkreis bezügliche limzf(z) = 0, so ist J" = 0. 

zssoo H-\ 

Ferner ist 

ig(l + p)_ 
2 




Resf(— i) = 



Somit wird aus unserer Gleichung (•) 

+ 00 

(2) 



:^)J^äii^,-<'^ = "»^<>+^)- 



— 00 



Sodann ist 



+ 00 



+ 00 



^f ist im Unendlichen aber nicht sinnlos. Und weil der auf den unendlich grossen 



— 00 



Halbkreis bezügliche limzf(z) = 0, so ist /"= 0. 

ZBOD H A 

*) Die komplexen Funktionen, von denen in den beiden Integralen rechts auszugehen ist, sind selbst- 
verständlich - ^ \f\- ö. - und - ^\ . ^,/ . 



z(l+z«) 



z(l+z«) 
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Femer ist 



Resf(+i)=— -^^ 



2 



Somit wird aus unserer Gleichung (••) 

lg(l— ipx) 



(3) 




x(14-x') 



-dx = — 7rilg(l+p); 



— oo 



damit aber vermöge Gleichung (1) 

+ 00 

arctg p X 




x(14-x«) 



dx = 7rlg(l + p), 



— 00 



woraus 



(32) 




arctg p X 



x(l+x^) 



dx = 



71 



^lg(l + P). 



Es sei 



wo 



Ableitan^ einiger aligemeinen Integraiformen*). 

f(z) = r/)(u).i/;(z), 
y(ii) = bo + b, u-|-b2U^+ . . . und u = ae*'. 



Die Konstanten b^, b^, b^,... sollen reell sein, die Reihe selbst aber mag endlich sein 
oder auch zu den unendlichen, in der ganzen Ebene konvergierenden gehören ; unter i/j (z) 
verstehen wir eine rationale Funktion von z. 

y(ae**) ist nun oifenbar eine eindeutige, in der ganzen endlichen Ebene durchaus 
stetige Funktion von z. Für sie ist u. a. (p (o) = \ , also gleich einer reellen Grösse. 
Sie ist ferner reell und endlich für jeden endlichen, rein imaginären Wert von z, aber 
ausserdem endlich für die unendlich fernen Punkte der oberen Halbebene; reell für 
z = icx), und eben der Wert b^ ist der zugehörige Funktionswert. 

1 z 

Sei nun i/j (z) einerseits identisch mit ^^_, 2 ^ anderseits mit ,^ ,^ g- , worin k 

K. j Z K. I Z 

positiv reell sein möge. Wir beschäftigen uns also mit den beiden Integralen 

+ 00 + ® 




) 



dx und 




— 00 



Integrieren wir über den unendlich grossen geschlossenen Halbkreis der oberen 
Halbebene, so befindet sich innerhalb dieses Wegs — und dies gilt für beide Integrale — 
ausser dem Pol z = i k kein Ausnahmepunkt. Wir erhalten so bei Integration der 

Funktion f (z) = ^2 , 2 ^^^^ diesen Weg 



*) s. G. F. Meyer 's Vorlesungen über die Theorie der bestimmten Integrale. Leipzig 1871. § 111. 
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(') Hptw. I -^;^5-),dx+ I = 2;riResf(ik). 



-00 H 

Das Integral J ist aber offenbar für seine Grenzen co nicht sinnlos; ferner ist den in 

— CO 

z b 
§ 15 geführten Untersuchungen zufolge, und weil ausserdem lim 12 i""« =^^j S"^^- 

Endlich ist 

Resf(ik) = -'^2.j^ -• 

Damit wird aus unserer Gleichung (*) 

'\- OD 

(I) I k^T|r^<*^ = Y'''^*®^^- 

— 00 

z f/) ( a e^ t 
Bei Integration der Funktion ^(z) = i^sN 2 ^ber denselben Weg ergiebt sich: 

H Hptw. I V^-^^^'2Ux+ I =27riResf(ik). 




+ 00 

Das Integral J ist aber für seine Grenzen 00 nicht sinnlos, denn es ist das Teilintegral 

— CO 
+ C0 

xd X 
"^0 I -1^2 I t "^ ^j weil die Funktion unter dem Integralzeichen eine ungerade Funktion 




— CO 



ist. Da ferner der auf den unendlich grossen Halbkreis bezügliche 

limzf(z) = (/)(0) und Resf(ik) = ^^^, 



Zs CO 



2 

so wird aus unserer Gleichung (*) 

+ 00 

<"' p,«d, = i.Mae-.,.-,(0)l. 



00 



Den geraachten Voraussetzungen zufolge ist 

(p(ae'^) = bo + b, a'e'» + bga«e«'^ + . . . 



n n 



= ^ bn a" COS n X + iN bna"sinnx. 

1 

Wir können daher schreiben, wenn wir diese beiden Summen bezüglich durch die reellen 
Funktionen A(a,x) und //(a,x) bezeichnen, 

(f (a e* *) •= / (a, x) + i /< (a, x). 



— 57 - 
und damit vermöge (I) 



^^.dx = 0. 



00 OD 



Aus der ersten dieser beiden Formeln fliesst aber wegen k (a, x) = k (a, — x) 
(III) f>(a,x) 



JA(a, X) - TT . .. 



u 



^1 dx = 0. 
x^ 



Aus Gleichung (II) 

Aus der ersten dieser beiden Formeln folgt aber wegen /< (a, x) = — /i (a, — x) 
(IV) i/t I \. i- dx = -^ [y (ae-^) — y (0)]. 



J x/<(a,x ) 
k« + x* 



U 

Für k = ergiebt sich hieraus 




"(*'^)dx = 4[y(a)-y(0)]. 



X 2 



Durch Elimination von ^^(O) aus diesen beiden letzten Gleichungen: 



« 





Wir lassen gleich eine Anwendung folgen: 
Es sei 

17. Beispiel. r/)(u) = lg(l + u), 

also einerseits f(z) = — ?2 "l« » anderseits f(z) = -i;2V~^2 » worin 

K |~ Z X ■ I Z 



u == ae* * 



und k eine positive reelle Grösse sein soll. 

Die Funktion lg(l + ae**) lässt sich in eine konvergierende Reihe entwickeln, so 
lange — 1 < a <1 1 ist und z in der oberen Halbebene liegt ; sie ist aber auch eindeutig, 
wenn wir voraussetzen, dass während der Integration von den unendlich vielen Zweigen 
dieser Funktion nur ein ganz bestimmter ins Auge gefasst wird: Wir nehmen, wie 
immer, den Zweig der einfachsten Funktionswerte und können damit schreiben: 

lg(l + ae'^) = lg(l +2acosx + a*) + iarctg-^ , ^ , 

ovi / 2°^' i/i ^l-|-acosx 
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womit Gleichung (III) unmittelbar ergiebt: 



00 



(33) 



Jlg(l + 2acosx + a*) , tt , ,. , ^. ,^, 

^ 2-_fi » dx = -^ lg (1 -f a e- *), a- < 1, 



die Gleichung (IV): 

OD 

Jasinx 

ü ' 

die Gleichung (V): 

00 

Ja sin X 
x(k^ + x2) ^^~ 2k*" ^^ 1-fae-^"' ^ ^ ' 

Gleichung (33) gilt, mag a positiv oder negativ sein, wenn es sich nur zwischen 
den angegebenen Grenzen hält; sie gilt also auch noch, wenn — a statt a geschrieben 
wird, d. h. es ist 



00 



/QQ \ I lg(l — 2acosx-|-a2) 5t , ., k\ ^ i 

(33a). ... I -^ fc2 I ^2 — — -dx= j^ lg(l— ae-k), a<l. 



Schreibt man sodann in Gleichung (33) — statt a, so kommt nach einfacher Reduktion : 

a 



00 




/a9l.^ I lg(14-2acosx4-a') , ^i / . vn ^, 

(33 b) I — - -kT^jji ^dx=j^-lg(a + e-k), a > 1, 



und aus Gleichung (33a) wird infolge derselben Substitution: 

00 

/•J9 \ I lg(l — 2acosx-|-a*) , ?i , , ^. ^. 

(33c) I -"•-' j^ 2_|_^g — ^dx=ylg(a — e-*), a>l. 








Da die rechten Seiten der für a < 1 und a >> 1 gültigen Formelpaare (33 , 33 b) 
und (33a, 33o) für a = 1 die resp. Werte -i-ig(l +e~^) und 'rrl&(l — e~^) annehmen, 
so erhält man noch 



00 



/-" 



lg4cos2-^- I lg4sin«-^- 



kä-qr^ii— ^^ = -k~'^^^ + ®~''^ ""^ J ~k''-\-x* «ix^x'^^^""®""^- 





Und nach einiger Umformung: 

00 00 




Igcosx - yr , l-|-e-^^ , | Igsinx , tt , 1 — e-*'' 
k' + x^^^=2k'^- 2 - ™^ j k^+x^*^^=2k^^— 2 



(33 d) 

u 
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Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen: 



(^3e) -1.» i_^2-dx = lg-^ 




+ x'^ ^ e^ + e 



— k 



b) Der Quadrant als Integrationsgebiet*). 



00 



18. Beispiel. 



T- .—^dx, 
b + xi 



worin a ein rationaler Bruch oder eine irrationale Zahl und b eine positive reelle Grösse 

z* — ^ 
sein soll. Ausgehend von dem Integrale mit der Funktion f (z) = . -. unter dem 

Integralzeichen und integrierend über den unendlich grossen geschlossenen Halbkreis der 
oberen oder unteren Halbebene, kommen wir wegen der imaginären Einheit i, welche 
in der Nennerfunktion enthalten ist, nicht auf die gewünschte Form ; es kann liier nämlich 
nicht, wie es in den bisherigen Beispielen der Fall war, die Trennung in einen reellen 
und imaginären Teil bewerkstelligt werden. Wir sind daher gezwungen, zum Quadranten 
als Integrationsgebiet zu greifen, müssen also integrieren über den unendlich grossen 
(aus dem Ursprung beschriebenen) geschlossenen Viertelskreis V, der sich in der oberen 
Halbebene an die positive X-Achse anlehnt. Auf den einen der beiden geradlinigen 
Teile dieses Integrationswegs kommt der Pol z = i b zu liegen ; wir machen bezüglich 
dieses Ausnahmepunkts die einschliessende Ausbiegung h. Für den Verzweigungspunkt 
z = ist die ausschliessende , unendlich kleine viertelskreisförmige Ausbiegung v zu 
machen. Bezüglich der vieldeutigen Funktion z* - ^ wählen wir, wie immer, den Zweig 
der einfachsten Funktionswerte, der für die Punkte der positiven X-Achse die positiven 
reellen Funktionswerte x*-^ und für die Punkte der positiven Y-Achse die komplexen 

Werte — ie * y*-"^ liefert. Nun ist 

iy)d(iy)+ I f(x)dx|+ I + I + I =27riResf(ib). 



(*) . . lim 

Rssoo 
€«0 





J h UV 



p 00 "1 » 

Die beiden Integrale j f(iy)d(iy) I ^e: — e*^ Hptw. j -^ dy 1 und j f(x)dx 

00 L « J 



|--Jl) + xi 



d X I sind aber für ihre Grenzen oo konvergent , wenn a < 1 , und an 



ihren Grenzen 0, wenn a>0; unter ersterer Bedingung ist aber auch der auf den 
unendlich grossen Viertelskreis bezügliche limzf(z) = 0, womit f=0; unter letzterer 



Z = 00 



•) s. § 19. 
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der auf den unendlich kleinen Viertelskreis für z = bezügliche limzf (z) = 0, womit 

f=0. Ferner ist gemäss § II 



2=0 




V 




= 7riEesf(ib); 



aber 

Resf(ib) = — b*-i e « , 



1-*^ 




00 

a- 1 



somit wird, da Hptw. | t^-_ dy = 7i;b*-^ ctga^i: [s. Gleichung (17)], aus unserer 





Gleichung (*) 



i^. . .1 x»-i , .. , i"'' 



^ctga7r)+ j 



— e * (7rb*-ictga7r)+ | |----— rdx = — Tiib*-* e » 





oder 



oo 




.a-1 i »« 



b + xi 



was nach kurzer Rechnung giebt in getrennter Form: 



rdx = 7rb*-^e *(ctga7c — i), 



OD 



(36) 



"bl^xi — 2 — l^^s^^"2 ^^^^~2")' 0<a<l. 



Erweitern wir die Funktion unter dem Integralzeichen mit dem Faktor b — x i , so er- 
giebt sich hieraus bei Trennung des Reellen und Imaginären als reeller Teil: 



00 




(36a) I -J^dx = |-b— »cosec-^'^, 0<a<2*); 



als imaginärer Teil: 

pr_|.^ dx = 2 b* - > sec -- < a < 1, 



eine Formel, die für a — 1 an Stelle von a in die vorige übergeht. 




19. Beispiel. | x^-Mcosx^""' 



00 





worin a eine gebrochene oder irrationale Zahl sein soll. 

*) s. auch Gleichung (19 c). 
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Es liegt der Gedanke nahe, auszugehen von dem Integrale mit der Funktion 



f(z) = z*-ie 



— 1 o— Z 



unter dem Integralzeichen. Wegen der Funktion e-* ist eine Integration über den 
unendlich grossen Halbkreis nicht möglich, dagegen können wir z einen der unendlich 
grossen Viertelskreise der oberen Halbebene durchlaufen lassen: Unser Integrationsweg 
ist nämlich der in der oberen Halbebene gelegene geschlossene Viertelskreis, der sich an 
die positive X-Achse anschliesst. Den Verzweigungspunkt z = schliessen wir durch 
eine unendlich kleine viertelskreisförmige Ausbiegung aus. Innerhalb dieses so bestimmten 
Gebiets ist dann unsere Funktion f(z) vollständig stetig; sie ist aber auch eindeutig, 
wenn wir den Punkten der positiven X-Achse in Bezug auf die vieldeutige Funktion 
z*-* die positiven reellen Funktionswerte x*-^ zuschreiben; es entsprechen dann den 



an 



Punkten der positiven Y-Achse die Werte 
Nun ist 



le 



y 



W . . 



lim 




iy)ci(iy)-h fWdx 




J V V 




.^ 



Die beiden Integrale J'f (i y) d (i y) 1 = e ~2 " /'x* - ^ e - * '^ d x I und J* f (x) d x 

I ^ J'x* - ^ e - "^ d X I sind aber für ihre Grenzen oo konvergent, wenn a < 1 — das letztere 

sogar für jedes positive endliche a — ; an ihren Grenzen 0, wenn a > ; unter ersterer 
Bedingung ist aber auch nach § 22, Anm. J" = ; unter letzterer der auf den unendlich 

kleinen Viertelskreis für z = bezügliche lim z f (z) = , womit T = 0. Und da 

z = V 

OD 

J^x^-^e-^dx nichts anderes ist als das Eu 1er 'sehe Integral 2. Gattung r(a), so wird 



aus unserer Gleichung (♦) 



00 



« j x*-^e-*^ 



dx+1 (a) = 



oder 



(I) 



j x*-^e-* 



-^e-*^ dx = e 






2 



(a). 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären ergeben sich hieraus unmittelbar die 
beiden Integrale 




w )^'-{c!,"ä'=r<»)- 



, . a/r 
sm 



cos 



2 

B>71 



, 0<a<l 
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Setzen wir a = ^ , so kommt, wenn wir bedenken, dass 1 |-^ | = ^71 *), 



OD 00 







In diesen beiden Gleichungen \/x mit x vertauscht, giebt 



00 00 



Ü 



Noch allgemeiner ergiebt sich 



00 OD 



(37c) I cos(px*)dx= j sin(px«)dx = -|-y 



27r 



00 

Setzen wir femer in J'x^-'cosxdx 2x* statt x, so kommt: 



00 OD 



I x*-^cosxdx = 2^^+^ I x**-^cos(2x*)dx = cos-^--X 




(a), 



und a + -9- statt a geschrieben 




* TT 

COS— (2a -(-1) 



(37d) x*»cos(2x*)dx = ^jTi+i— T(^j^-); 



2.2 » 





ganz ebenso erhält man 

siii-'f(2a + l) 



* 71 



(37 



Jsiii-~(2a + l) ,_ , , , 
...s,„(2..)dx=-^y^-ri±+i. 
2.2 ^ 


Es sind dies ein paar Formeln, die wir nachher mit Vorteil verwerten können. 



00 




20. Beispiel. | x'^-Mg(l -f x2)dx, 



wo a ein rationaler Bruch oder eine irrationale Zahl sein soll. 

Ausgehend von dem Integrale mit der Funktion f(z) = z*-*lg(l -f-z*) unter dem 
Integralzeichen, können wir wegen der beiden Verzweigungspunkte z = + i ^^^ Funktion 
lg (1 -\- z*) weder die eine noch die andere der beiden Halbebenen als Integrationsgebiet 



*) Aus der Dirichlet'schen Formel F(a) F(l — a) = — . folgt für a = - unmittelbar ^( 0") ^= V^" 
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wählen; wir haben uns auf den Quadranten zu beschränken, also zu integrieren z. B. 
über den unendlich grossen, in der oberen Ebenenhälfte gelegenen geschlossenen Viertels- 
kreis, der sich an die positive X-Achse anschliesst. Den Verzweigungspunkt z = der 
Funktion z^^^ schliessen wir durch eine unendlich kleine viertelskreisförmige Aus- 
biegung v, den Verzweigungspunkt z = i der Funktion lg (1 -\- z^) durch eine halbkreisförmige 
Ausbiegung h aus. Um Eindeutigkeit zu schaffen, nehmen wir in Bezug auf die Punktion 
z*-^ den Zweig der einfachsten Funktionswerte, schreiben also den Punkten der posi- 
tiven X-Achse die positiven reellen Werte x*~^ zu und damit den Punkten der posi- 

lajr 



tiven Y-Achse die Werte — e ^ y""^. Wählen wir auch für die Funktion lg(l +z^) 
den Zweig der einfachsten Funktionswerte, so findet sich, dass den Punkten der posi- 
tiven X-Achse die reellen Funktionswerte lg (1 + x^) und den Punkten der positiven 
Y-Achse diesseits des Verzweigungspunkts z = i die reellen Werte lg(l — y*); endlich 
den Punkten dieser Achse jenseits dieses Punktes die komplexen Werte lg(y^ — 1) -|- i^ 
zuzuweisen sind. 

Nun ist, da innerhalb unseres Integrationswegs kein ünstetig- 
keitspunkt liegt, 

€ R 



W . 



lim 

R = (» 

€ = 




iy)d(iy)+ f(x)dx 



1 ^H^-J^ " 

J h i; V 



Das Integral J^f(iy)d(iy) ist identisch mit der Summe der 
beiden Integrale 




OD 



,e.J 



y.-»Pg(y«_l)-|_ijl]dy+i 



'•"/ 



ya-2lg(l_y2)3y. 



Das erste dieser beiden Integrale, sowie das Integral J'x*"^ lg (1 + x*)dx sind für 

ihre Grenzen oo konvergent, wenn a < 1 ; unter dieser Bedingung ist aber auch der auf 
den unendlich grossen Viertelskreis bezügliche limzf (z) = 0, womit S= 0. Das zweite 

Z=00 V 

derselben, sowie J'x*-* lg (1 -|"X^)dx können ferner in den Verzweigungspunkt z = 

u 

hineingeführt werden , wenn a > ; unter dieser Bedingung aber der auf den unendlich 
kleinen Viertelskreis für z = bezügliche limzf (z) = 0, womit ^/= 0. Endlich sind 



die beiden Teilintegrale, in welche J'f(iy)d(iy) zerfällt, für ihre Grenzen 1 konvergent, 

und weil auch für die halbkreisförmige Ausbiegung des Punktes z = i , unter der fest- 
gesetzten Bedingung a>0, lim(z — i)f(z) = 0, so ist auch f=0\ damit aber wird 

2 = 1 h 

aus unserer Gleichung (*), wenn wir den lutegrationsbuchstaben y mit x vertauschen: 



cc 



ie » X— > 



[lg(x''-l) + i7l]dX + i 



1 

le * Ix» 



— 2 



lg(l-x*)dx-f 




lg(l-f-x«)dx = 0. 
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05 



Nun 



ist für a<Cl | x*-^dx = ; womit, wenn wir der Kürze halber 

J 1 — a 



/x«-*lg(x^— l)dx + /x''-aig(l — x2)dx mit X bezeichnen, 



00 




x-Mg(H-x«)dx -I- (icos-^-sin^) /X- yl^--) = 0. 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären als reeller Teil: 

OD 

xa-aig(i_|-.x^)dx — sin-^- A cos— ^- = 0; 

u 1 — a £i 



< 

als imaginärer Teil: 




cos 



aTT V 5T . aTT ^ 

. A — - — — sm —ZT' = 0. 



2 1 - a 2 

Aus diesen beiden Gleichungen X eliminiert, giebt 



00 




(38) j x''-»lg(l+x»)dx = ^^sec-*2''-,0<a<l. 



In die 2. Gleichung für X seinen Wert eingesetzt, liefert 

OD 1 

x-»lg(x«-l)dx+ j x-«lg(l-x*)dx = y^tg^, 0<a<l. 

1 

Gleichung (38) ergiebt in Rücksicht auf das in § 19 erhaltene Resultat noch die 
weitere Form 

00 




I"" 



(39) I x^-*arctgxdx = . /^ — r-cosec-^, 0<a< 1. 

^ ( X — aj ^ 



c) Der Sektor als Integrationsgebiet*). 



00 



21. Beispiel. 1 e-**dx. 




In § 22 wurde bewiesen, dass der Grenzwert des Integrals 



e-^Mz 




*) 8. § 22. 
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über den in der oberen Ebenenhälfte gelegenen, aus dem Ursprung mit unendlich grossem 
Radius beschriebenen Achtelskreis A, der sich an die positive X-Achse anschliesst, Null 
ist ; er ist dagegen nicht Null — und auch nicht endlich — für einen Bogen, der grösser 
ist als der Achtelskreis. Wir werden daher als Integrationsweg den in der oberen Halb- 
ebene gelegenen, an die positive X-Achse sich anlehnenden geschlossenen Achtelskreis 
nehmen müssen. Da innerhalb dieses so bestimmten Integrationsgebiets überall Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit herrscht, so haben wir, weil nach obigem J" = 0, 

E 



« 



lim 

R = ao 




f[(l + i)x]d(l+i)x+ f(x)dx =0. 



Die beiden Integrale /f[(l + i)x]d(l +i)x F:-- — (1 + i)/e-(>+«>"''dx"| und 

J^f(x)dxl:EzJ'e-^*dxl sind aber für ihre Grenzen oo konvergent; ebenso für ihre 
Grenzen 0. Es kann daher statt unserer Gleichung (*) geschrieben werden 



-(i+i 



00 

i) I e -<»+"'»' 



dx + 




-xiA^ — 



dx = 



oder 



-(1 + i) 1 



e-*'»'dx + 



00 

Je-. 



dx = 0. 








Hieraus durch Trennung des Reellen und Imaginären als reeller Teil: 



00 




e-»*dx = I sin(2x2)dx+ cos(2x2)dx. 











als imaginärer Teil: 



CO 



00 




sin(2x2)dx-- cos(2x^)dx=:0 



oder 



00 



00 



sin(l 



(2x*)dx = 



I cos (5 



(2x*)dx. 



Bei Berücksichtigung des unter (37c) (Beisp. 19) erhaltenen Resultats ergiebt sich so: 



OD 



(40) 



j e-'"dx = yV^*)- 



*) s. Gleichung (37 1). 
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Wie man sieht, sind wir nicht dahin gelangt, dieses Integral in geschlossener Form 
— ausgedrückt durch die Irrationale n — darzustellen, wohl aber ist es uns gelungen, 

/( sin X 
x*"M ^^dx*) durch Speciali- 





cosx 



00 



/sin (2 x*) ] 
\ J.iAx zurückzuführen , die aber 
cos (^ X j J 



selbst zurückgeführt wurden auf ] |-^ jl = j -— _ dx 1= 2 j 
thatsächlich nichts erreicht (s. Bemerkung im Vorwort). 



e-^'dx; es ist also 



00 



22. Beispiel. 



j e-^'x*»dx, 



wo a eine gebrochene oder irrationale Zahl sein kann. 

Ausgehend von dem Integrale mit der Funktion f(z) = e-"**z** unter dem Integral- 
zeichen, sind wir wegen der Funktion e~*' bei der Integration auf den Oktanten be- 
schränkt ; wir werden also wieder, wie in obigem Beispiele, integrieren über den in der 
oberen Halbebene gelegenen, an die positive X-Achse sich anlehnenden geschlossenen 
Achtelskreis. Den Verzweigungspunkt z = der irrationalen Funktion z** schliessen 
wir durch eine unendlich kleine, achtelskreisförmige Ausbiegung k aus. Den Punkten 
der positiven X-Achse schreiben wir in Bezug auf die Funktion z** die positiven reellen 
Funktionswerte x** zu; es entsprechen dann denen des zweiten geradlinigen Wegs die 



1*^ 



Werte 2*e '^ x**. Da nun so innerhalb unseres Integrationswegs Eindeutigkeit und 
Stetigkeit herrscht, so ist 



(•).... lim 

B=oo 
f = 




f[(l+i)x]d(H-i)x+ f(x)dx 



j ii^ ' 



r 00 

fm 4-i)x]d(l +i)x - - 2*+^e'^'*'+'' fe 

«0 L * 



Die beiden Integrale f[(l +i)x]d(l +i)xl - - 2 «e « ' "^ ' 1 e-*""x*»dx 



und rf(x)dxl ~^fe-^*x^^dx I sind aber für ihre Grenzen oo konvergent, wenn a<-5- 

— das letztere sogar für jedes positive endliche a. Sie können ferner in den Punkt z = 0, 
der für negative a ein Verzweigungspunkt ist, in welchem die Funktion oo wird, hinein- 
geführt werden , wenn a > — ,^ ; unter letzterer Bedingung ist aber auch der auf den 
unendlich kleinen Achtelskreis für z = bezügliche lim zf (z) = 0, womit / = 0. End- 

*) 8. Beisp. 19. 
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lieh ist, wie ^us § 22 hervorgeht, unter der Bedingung a<-g, das Integral über den 
unendlich grossen Achtelskreis J" = 0. 



Damit wird aus unserer Gleichung (*) 



oo 



00 



a-j l — 



i^i^(.a4-i) r 







oder 




[cos-J(2a + l) + isin.J(2a+l)], 



-I cos 



oo 




cos(2x^)dx — i 



i I x2»si 



sin (2 x^) d x 



+— 

2 



OD 

i I ft-x«yaa 



dx = 0. 



Setzen wir der Kürze halber J' x* * cos (2 x*) d x = X und J'x**sin(2x*)dx = Y, so 



erhalten wir bei Trennung des Reellen und Imaginären als reellen Teil: 



— Xcos^(2a+l) — Ysin~-(2a + l) + - 



00 



dx = 0; 



als imaginären Teil: 



— Xsin-J(2a+l)+Ycos-J(2a + l) = 0. 

Y aus diesen beiden Gleichungen eliminiert, giebt, wenn für X sein Wert ein- 
gesetzt wird, 

8a + l 

x»«^cos(2x2)dx, 



j e-^'x«» 



dx = 



2 « 



n 



COS- (2a+l) 
4 




womit in Rücksicht auf die Gleichung (36 d) 



00 



(41) 



. . . . Je-....M. = Ar(-±i), -|<.< + |. 



Wie im vorigen Beispiele mussten wir auch hier zu einem schon anderweitig aus- 

OD 

gewerteten Integrale unsere Zuflucht nehmen, nämlich zu dem Integrale J'x**cos(2x*)dx, 



UV 

das wir mittels Substitution aus ^/x*-*cosxdx erhalten haben. 



n* 
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23. Beispiel. 1 e-^^x*-4 ^^^f ^dx. 

^ ■ \cos^x 

Wir gehen von dem Integrale mit der Funktion f (z) = e'^^z'^-^ unter dem Integral- 
zeichen aus. Als krummlinigen Teil unseres Integrationswegs nehmen wir einen Bruchteil 
des in der oberen Ebenenhälfte gelegenen unendlich grossen Viertelskreises, der sich an 
die positive X-Achse anschliesst, nämlich einen Bogen y, dessen 

tg = fh 
wo /i eine beliebige, positive endliche Grösse sein soll. Unser geschlossener Integrations- 
weg wird so gebildet aus diesem Bogen samt den beiden, die Endpunkte desselben mit 
dem Ursprung verbindenden Eadien ; den Verzweigungspunkt z = haben wir indessen 
durch eine unendlich kleine kreisförmige Ausbiegung s umgangen zu denken. 

Schreiben wir sodann in Bezug auf die irrationale Funk- 
tion z*-^ den Punkten der positiven X-Achse die positiven 
reellen Werte x"*"^ zu, so entsprechen denen des zweiten 

a~l 

geradlinigen Wegs die Werte (1 -)-/'*) * e*v(*~')x*-^, wo 
(p = arctg//. 

Nun ist, da innerhalb dieses so bestimmten Integrations- 
wegs Eindeutigkeit und Stetigkeit herrscht. 




(♦).... lim 

Bsoo 
f=0 




f[(l + i,Ox]d(l+i 



i,i)x+ I f(x)dx + 1+ J =0. 

t J 8 S 

r « 

j f[(l -f i//)x]d(l -f-i/,)xL- - (1 -f-^,«)Te'»»' Ce-*^('+'' 



Die beiden Integrale f[(l -f i//)x]d(l -|-ijt/)x| - - (1 -f-//*) > e'»«' e-*"+"")»x»- »dx 



00 



und 



OD I" 00 T 

I f(x)dxl^E I e-^^'x^-^dx! verlieren aber ihre Bedeutung für die obere 

a ">0 
Grenze oo nicht, wenn , ^^. Sie können ferner unter der Bedingung, dass a^O, in 

den Verzweigungspunkt z = hineingeführt werden ; unter dieser Bedingung ist aber 
auch der auf die unendlich kleine Ausbiegung für z = bezügliche limzf (z) =: 0, womit 

J^= 0, Endlich ist, weil der Grenzwert des Integrals über den in der oberen Halbebene 

s 

gelegenen unendlich grossen Viertelskreis, der sich an die positive X-Achse anschliesst. 
Null ist, wenn a<l*), auch J^= unter derselben Bedingung. Damit aber wird aus 

B 

unserer Gleichung (*) 



00 00 



_(1 _|-^^2)2eiaff> j e-ka+ii'')xxa-idx+ j e-'^^x'^-i 



dx = 0. 



*) 8. § 22, Anm. 
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Erinnern wir uns aber daran, dass 



00 




e ^ *'^- k" ^"'^ k>0' 



so kommt: 




e-ku+wxx»-idx = 



r(a) 



a 



k*(l+/.«)^ 



k// = ^ gesetzt, giebt 



(cos a (/>-}- i sin a r/^) 



go 



I e-^^x'^-^cos^ 





^xdx — i 



i I e^'^^x'^-^sin^xdx 



r(a) 



u 



(k* + &y 



Setzen wir ferner der Kürze halber 



00 

I e-^^x*-icos^ 



00 



^xdx e:5j X und 



1 e->^»x*-isin;:) 



;>xdx_^Y, 



so ergiebt sich bei Trennung des Reellen und Imaginären als reeller Teil: 

Xcosa(/)-[- Ysinay = ^— ; 



als imaginärer Teil: 



(k^+^y 



X sin a (jp — Ycos a r/) = 0. 



;> 



Aus diesen beiden Gleichungen endlich, da f/) = arctg -, - : 



00 



(42) . . je- ''='x»-»sini 



O^xäx = 



_ r( 



(k" + o-y 



a) . / , ^\ 
-' ,-sinlaarctg ^^ j 



00 



(43) . . j e-^^x»-icos;:j 



;>xdx = - 



r(a) 



a 



( 



cos I a arctg 



-t) 



k>0 
0<a<l. 



(k» + »') 
Es sind dies die bekannten Eul er 'sehen Formeln, deren Herleitung u. a. dadurch 

00 

geschieht, dass man in der von uns benützten Gleichung j e~^*x*-*^dx = - A " ^^^ 



positive reelle Grösse k ersetzt durch die komplexe k -(- ^i, wo der reelle Teil k wieder 
positiv reell ist. Dieser von Euler herrührende Gedankengang lässt aber wegen der 
Vieldeutigkeit des Ausdrucks (k-j-^ij* begründete Bedenken zu. Bei der im Vor- 
stehenden gegebenen Ableitung fällt diese Unbestimmtheit offenbar weg*). 

♦) Eine strenge Begründung dieser beiden Formeln gab zuerst Poisson (Journal de TEcole polyt., 
cah. 16); derselbe stellt aus den beiden Integralen 2 Diiferentialgleichungen her, deren nachherige In- 
tegration unmittelbar zum Resultate führt. 
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IL Integrale mit andern Grenzen als 

— oo und +^ bezw. und +«>*). 



24. Beispiel. 




Ausgehend von dem Integrale mit der Punktion f (z) — 



vr 



r2 



unter dem In- 



tegralzeichen, werden wir als Integrationsgebiet die obere oder untere Halbebene wählen 
können ; nehmen wir die erstere und integrieren über den unendlich grossen geschlossenen 
Halbkreis, dessen Mittelpunkt der Koordinatenursprung, sorgen aber dafür, dass die 
beiden Verzweigungspunkte z := + 1 durch unendlich kleine halbkreisförmige Ausbiegungen 
nach der positiven Seite hin ausgeschlossen werden. Um der Bedingung der Eindeutigkeit 

zu genügen, schreiben wir in Bezug auf die Funktion Vi — z* den Punkten der X-Achse 

zwischen und 1 die positiven reellen Funktionswerte Vi — x^ zu ; alsdann entsprechen 
denen der positiven X-Achse jenseits des Verzweigungspunkts -|- 1 die Funktionswerte 

— i Vx^ — 1 ; ferner den Punkten der negativen X-Achse zwischen und — 1 die posi- 
tiven reellen Werte Vi — x* und denen jenseits 
des Verzweigungspunkts — 1 die Funktionswerte 

-)- i Vx^ — 1 . Damit ist, weil innerhalb dieses so 
bestimmten Gebiets unsere Funktion vollständig 
stetig, 

4-00 

dx 




(.) Hptw 



J dx 



— 00 



h h, H 



Die beiden Integrale 



/■ 



— oc 




dx 



OD 



oo 



Vi — X 



Vx* — 1 



und / , . -^r=^ 



. r dx^ 




1 L i 

können in die Verzweigungspunkte z == + 1 , in welchen die Funktion f (z) unendlich 
gross wird, hineingeführt werden (s. § 9), mit anderen Worten: die beiden Integrale 
sind für ihre Grenzen 1 konvergent. Für ihre Grenzen cx> dagegen sind sie divergent**); 

nach Voraussetzung aber J^= lim J", und da sie dem absoluten Werte nach gleich sind, 

-—00 B=oo — R 

SO heben sie sich gegenseitig auf. Da ferner der auf die Ausbiegungen der beiden Ver- 
zweigungspunkte z = + 1 bezügliche 



so ist 



Um(z + l)f(z) = 0, 

z=+l 



j =Ound j =0. 



*) s. § 24. 
♦*) s. § 9. 



- 71 



In Bezug auf den unendlich grossen Halbkreis dagegen ist limzf(z) ^ — 1, womit 



z = » 




71. 



+ 1 

Damit aber wird aus unserer Gleichung (♦), weil auch J in die beiden ünstetig- 
keits- und Verzweigungspunkte z == + 1 hineingeführt werden kann, 

dx 




Vi- 



TT, 



— 1 



woraus, da f (x) = f (— x), 



(44) 




00 



25. Beispiel. 



"(X -l)- 



dx und 



— 1> + b^- I ri— Y>+«> 






dx, 



wo a und b gebrochene oder irrationale Zahlen sein sollen. 

Es liegt nahe, dass wir behufs Auswertung dieser beiden Integrale ausgehen von 



dem Integrale mit der Funktion f (z) = 7- 



ra-l 



unter dem Integralzeichen. Da diese 



(l_|-z)a4-b 

Funktion ausser den beiden reellen Verzweigungspunkten z = und z == — 1 keinen 
Ausnahmepunkt besitzt, so können wir als Integrationsweg den in der oberen oder unteren 
Halbebene gelegenen, unendlich grossen geschlossenen Halbkreis wählen; nehmen wir 
ersteren und schliessen die beiden Punkte z = und z = — 1 durch unendlich kleine 
halbkreisförmige Ausbiegungen nach der positiven Seite hin aus. In Bezug auf die 
irrationale Funktion z*-* schreiben wir den Punkten der positiven X-Achse die positiven 
reellen Werte x* - ^ zu ; alsdann gehören den Punkten der negativen X-Achse die Werte 
— e**^x*-^ an. Bezüglich der Funktion (l + z)*+** ordnen wir den Punkten der posi- 
tiven X-Achse die positiven reellen Werte (1 -[-x)*+^ zu; es entsprechen dann denen 
der negativen X-Achse von bis — 1 die positiven 
reellen Werte (1 — x)*+^, denen von — I bis —00 
die Werte e'^^* + ^)(x — l)'^+^ 

Nun ist 



+00 
(*) Hptw. I -r- 



a+x)M- 



'-"^■j+j+j="- 



—00 




— 1 



— 00 



OD 



Die beiden Integrale ( f(x)dx 



/f(. 



— e 



^ 

Ix-ir+»> 



dx I und 



/'" 



x)dx 



— 00 
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h/lifi)^ *^J " 



sind für ihre Grenzen oo konvergent, wenn b > ; unter dieser Be- 



dingung aber auch der auf den unendlich grossen Halbkreis bezügliche lirazf(z) = 0, 



Z = ao 
1 



X 



womit ^^=0. Das erste dieser beiden Integrale, sowie j f(x)dx^ — e**^ j -^j wqib"^ 

— 1 

können sodann in den Verzweigungspunkt z ^= — 1 hineingeführt werden, wenn 
a + b < 1 ; unter derselben Bedingung gilt aber für die Ausbiegung des Punktes 

oo 

z = — 1 : lim (z-J- l)f(z) = 0, womit / = 0. Das Integral /f(x)dx, sowie / lassen 

z = —\ h _i 

sicli ferner in z = hineinführen , wenn a >- ; unter dieser Bedingung aber auch der 
auf die Ausbiegung für z = bezügliche lirazf(z) = 0, womit ^f = 0. Damit wird aus 

unserer Gleichung (•) 



z=.0 




00 1 OD 

^a — 1 I X*^ "" ^ I i^a — 1 

7 v\»^vdx - e**^ I -,, — w-rKdx4- 1 -,-7-7 — ^x^-it^x^O. 

(x -1)*+** I (1 — x)*+*^ ' I (14-x)**+»^ 

1 u 

Das dritte Integral, das für jedes positive a und b einen endlichen und bestimmten 
Wert besitzt, ist aber nichts anderes als das Euler'sche Integral 1. Gattung B(a, b). 
Bei Trennung des Reellen und Imaginären erhalten wir daher, wenn das erste Integral 
kurz mit X, das zweite mit Y bezeichnet wird, als reellen Teil: 



als imaginären Teil: 



woraus einerseits 



Xcosb?! + YcosaTT = B(a, b), 
— Xsinb/r + Ysinayi; ~= 0, 



CO 

1 



Ta-Xh- d X = -^-7- - , , s -- B (a, b). 



(x — 1)*+*^ ^ sin(a-l-b)7c 



anderseits 



1 



r 

1(1— x)'*+*' sin (a ^- b) tt 





x**-^ , sin b TT ^, ,. 

dx = ---. -7 -, t;t — B(a, b). 



Erinnern wir uns aber an die beiden Formeln 



B(P, q) = ^M^r-i!' «nd Tiv)Tii - P) = ^ 



n 



J^(p-i-q) sinpTT 

so gehen diese beiden Gleichungen beinahe unmittelbar über in 
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CO 



(45) 



(X - 1)" 



_n»+i> 



dx = 



(46) 




.»— 1 



(1 — x)«+' 



dx = 



r(b) r(i - 


-a - 


-b) 


r(i- 


-a) 




r(a) r(i - 


- a- 


-b) 



a>0 
\ b>0 
a + b<l 



r(i - b) 







Anmerkung. Ganz ebenso geschieht die Auswertung von z. B. 



00 



fCx-l)--^ d X = J^(a) r (b - a) 

I x*' r(b) 



und 



00 




(i+x)-i ^_ r(i-b)r(b-a) 



dx 



r(i - a) 



- ^^jj- - dz; 
femer von 



00 




^b 1 



_ : dx = -- 

(x^ — 1)*^ 2 



und 



1 

Ti - i: 



- d X = - ^^— ■ 







1 Fd- a)r (^:il) 

f (' - --IT 



rb-l 



ausgehend von dem komplexen Integrale j -7.-7- 2\a~^^ ^^^ integrierend über den 
Quadranten. 



III. Integrale trigonometrischer Funktionen mit den Grenzen 

und 271; bezw. und n*). 

1 



26. Beispiel. 



F(z) = 



1— z" 



Es ist dies eine eindeutige und durchaus stetige Funktion innerlialb des aus dem 
Koordinatenursprung beschriebenen Kreises vom Halbmesser 

r<l. 



♦) B. § 25-27. 
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Diesen Kreis wählen wir als Integrationsweg. Als- 
dann ist, weil 

P(0) = 1, 

vermöge Formel (H) 



in 



•-♦Of 




Ar _2 



re*'' 



TT. 



Hieraus durch Trennung des Reellen und Ima- 
ginären : 



8^ 



(47) 




1 rcosr/) 



— 2 r cos cp -|- r 



«2-*y = 27r, r<l, 







in 



(48) 




Bin fp 



— 2 r cos f/) -|- r 



2 



d(jp = 0, r<l. 



Das letztere Resultat ist selbstverständlich, weil — indem sich der Bogen y von 
bis 2 TT bewegt — die Funktion unter dem Integralzeichen im 1. und 4. und ebenso 
im 2. und 3. Quadranten numerisch dieselben Werte erwirbt, und folglich das Integral 
sich aus paarweis einander aufhebenden Elementen zusammensetzt. 

Ist der Halbmesser unseres Integrationskreises r > 1, so liegt innerhalb desselben 
ausser z = auch noch der Pol z = 1. Das auf diesen bezügliche Residuum 



Res 



F(a) _. ,: 



lim 



u 



.o(l + u)[l-(l-i-u)] 



= -1, 



das auf z = bezügliche dagegen : 



Res — *^^ = F(0) = 1, 

a = ö 



womit vermöge Formel (G) 



2^ 




ä(p 



^ = 2;r(l-l) = 0. 



re 



Hieraus bei Trennung des Reellen und Imaginären: 

in 



Jl — rcosf/) , ^ 

l-2rcosr/. + r»*'^ = ^' 



= 0, r>l, 



in 



(48a) 



J sin rp 

1 — 2 r cos y 



+ r 



^dy = 0, r>l. 
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Liegt ein Integral von bestimmter Form zur Auswertung vor, ist also nicht wie 
vorhin eine komplexe Funktion F(z) gegeben, mit der Weisung, das daraus ableitbare, 

für uns vorerst unbekannte Integral Ji{fp)Afp herzuleiten, so fragt es sich vor allem: 



Welches ist die Funktion F(z) der komplexen Variabein z, welche auf die Funktion i{fp) 
unter dem Integralzeichen führt? Hierfür können selbstverständlich keine allgemeinen 
Regeln gegeben werden; in den meisten Fällen dagegen wird bei einiger Übung leicht 
die Funktion F(z), von der auszugehen ist, erkannt werden. 




27. Beispiel. (l - 2 r cos r/) -|- r^) d r/). 





I ,.2> 



Unsere Funktion i{(p) = (1 — 2 rcosr/) -{- r*) unter dem Integralzeichen erkennen wir 
als Produkt der beiden in r linearen Trinome (1 — rcosr/) -irsinr/)) und (1 — rcosy-j-irsinr/^^): 

f (r^) = (1 — r cos (p — i r sin (/)) (1 — r cos fp -\- i r sin {/)). 



Aber 
und 



1 — rcosf/) — irsinr/) = 1 — z 



1 — rcosf/) + irsing[) = 1 



somit 



.,) = a-.,(x-^)=ü^ 



r« 



z ' 



Es ist dies eine eindeutige und — abgesehen vom Punkte z = — stetige Funk- 
tion innerhalb eines mit dem beliebig grossen Radius r aus dem Ursprung beschriebenen 

Ki'eises. Im Punkte z = wird die Funktion f (z) = — U_ von der 2. Ordnung unend- 



lich gross ; wir haben daher 

u2_(l — u) (u - r«) 

u=0 

womit 



Z(a) = lim— ^^-^ 



0=0 a 







Da ferner J ^2 f — denn J geht durch die Substitution y = 2 tt — ^ über 



in J — so ergiebt sich 





(49) I (1 — 2rcos9)-{-r*)df/) = 7i:(r2 4- 1) 



für jedes beliebige endliche r. 





28. Beispiel. (1 — 2 r cos (jp + r«)^ d y . 
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Dem vorigen Beispiele ist zu entnehmen, dass wir auszugehen haben von der Funktion 

denn z ^ re'*" gesetzt, giebt in der That 

f{fp) = P(re'»') = (1 — 2rcosf/i -t-r*)". 



f(z) = 



F(z) 



wird allein unstetig im Punkte z = 0, in welchem diese Funktion von 



der 3. Ordnung unendlich gross wird. Nun ist 

z(0) = üra(l — u)«(u~r2)2, 



u = o 



X'(0) = lim [— 2 (1 — u) (u — r^y + 2 (1 — u)2(u - r*)], 

U = 



Res ^^- = -^'If- = l lim [2 (u - r«)« — 4 (1 — u) (u — r^) — 4 (1 - u) (u - r«) + 2 (1 - u«)J 

a=.0 ^ ^ • ^ u=:0 



= r* + 4r« + l, 



somit, da auch hier J z=2 J ^ 



(50) 




(1 — 2rcos«y) ^- ry dr/) = 7r(r* H- 4r« H- 1) 



für jedes beliebige endliche r. 



29. Beispiel. 




cos a cp 



— 2rcosrjp -|-r 



2 



d(/). 



Die komplexe Funktion F (z), von der wir auszugehen haben, wird eine gebrochene 
Funktion von z sein: Die Nennerfunktion derselben wird, wie den beiden vorigen Bei- 
spielen zu entnehmen ist, aus dem Produkt der Binome (1 — z) und (1 J bestehen. 

Denken wir dann ferner daran, dass z* = r* (cosar/) -|- i sin a r/)), so wird unsere Funktion 
F(z) heissen müssen: 

Z* 7.^^^ 

womit 

F (V pi ^\ = r^cosay + isi na r/))_ 
^ ^ 1 — 2rcosr/) + r'^ ' 

Innerhalb des aus dem Ursprung beschriebenen Integra- 
tionskreises vom Halbmesser r < l ist die Funktion 

f (z) = — - nur unstetig im Punkte z = r*. 

Die Konstante a hat selbstverständlich eine posi- 
tive ganze Zahl zu sein, da sonst F(z) bezw. f(z) eine 
vieldeutige Funktion wäre, deren Verzweigungspunkt 
z r= innerhalb unseres Integi'ationsgebiets zu fallen käme, wodurch der Forderung, dass 
unser Integrationsweg eine wirklich geschlossene Linie bilde, nicht mehr genügt würde. 
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Nun ist 



Res?-(«U ^ 



2a 



a = r« a 



1— r 



2 » 



somit, wenn wir gleich die Trennung des Reellen und Imaginären vornehmen und den 
imaginären Teil beiseite lassen: 



2jr 




cosag) 



1 — 2 r cos y 4" r 



Y^(f = 



27rr^ 



1 



.2 • 







a^ 



Damit aber, weil J" = 2 J", 

ü 



n 



(51) 




COS a (f 



1 — 2rcos</) 4-r' 



dy = Y-^^, r<l. 



Sei jetzt r> 1, so ist jedenfalls 



n 




cosay 



2 r cos 9) -|- r^ 




d(j) = 



cosa^ 



2 , 1 
cos ff) H — 9 



df/). 



Da aber — <!> so kann wegen (51) geschrieben werden: 



(61a) . 




cos a (p 



2rcosy 4-r 



dy=-2 



(7) 



TT — 



-(t) 



a 



2 



TCT 



— a 



1— r 



3 



, r>l 



Es braucht kaum gesagt zu werden, dass diese Formel 
auch direkt abgeleitet werden kann: Ist nämlich r>> 1, 
so kommt der Pol z = 1 innerhalb des Integrations- 
wegs zu liegen, der Pol z — r^ dagegen fällt jetzt ausser- 
halb desselben. 

Nun ist 



a = i a 



1 



.2 • 



Durch Trennung des Reellen vom Imaginären und Über- 

gang zw^f ergiebt sich unmittelbar der unter (51a) an- 


gegebene Wert. 




TT 



TT 



Da cos q) von bis -^ dieselben Werte hat wie von y = — bis tt, nur dass diese 

alle negativ sind, so gelten unsere Formeln (51) auch für den Fall, dass das mittlere Glied 
im Nenner mit positivem Zeichen versehen ist, oder — unter Belassung des negativen 
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Zeichens — für den Fall, dass r negativ und bezüglich ^ — 1. Die Bedingungen für 
die Gültigkeit unserer Formeln (51) können dann kurz geschrieben werden: 

r*< 1 bezw. r^> 1. 

Um aus den erhaltenen Formen ein paar weitere herzuleiten, schreiben wir die 
Identität an: 

2cosay / 1 — rcos/jp 1\ cosa.(p 



2 cos a y / 1 — r cos /jp 1 \ 

1 — r« \T — 2rcosr/) + r2~ 2"/ ~"T 



2rcoS(p-\-Y 



2 



und erhalten durch Integration zwischen den Grenzen und n und Berücksichtigung der 
Gleichung (51) 



2 I 1 — Tcosw - 1 I , frr* 

1 — r^ I 1 — 2rcos99 + r* ^ ^ 1 — r^l ^ ^ 1 — r^ 



n 

Da aber a eine ganze Zahl, so ist f cos a y d y = 0, und damit 






(52) 



Jl — rcoscp - TT ^ ^- 

-z ^ ^. — 2C0sacpda) = ^r*, r < 1. 
1 — 2rcosy + r^ ^ ^ 2 ' 



Hieraus aber wieder mit Berücksichtigung von (51) unmittelbar die Gleichung 



n 

/^ON I coscpcosao) - 
(o3) I -. ^ ^^ — ^iw 

J 1 — 2rcosy-|"^ 



2 1 - r 



^ra-^f^.,r<l. 



Durch Integration der obigen Identität zwischen den Grenzen und n und Heranziehung 
der Gleichung (51a) ergeben sich ganz ebenso für r^ 1 die beiden Formen 



/ra \ /to \ I 1 — rCOSflp , 

(o2a) u. (53 a) .. . 1 ^ ^. — ^r COS a (/) d g) = 

II — 2 r cos ^ + r* ^ ^ 



fr-,r>l 




und I cosy cosay ^q)- --r-'-' -^^ r>l 

30. Beispiel. f smysinay 

J 1 — 2rcosy + r* ^ 



Wir gehen aus von der komplexen Funktion 

z» 



F(z) = 



1— z' 
Es wird dann 



r*(l — rcosf/))cosaö) — r*+* sin(/)sina(/) , . Z 
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Wählen wir den Halbmesser des aus dem Ursprung beschriebenen Integrations- 
kreises < 1, so ist unter der Voraussetzung, dass a eine ganze positive Zahl, f (z) = — --- 

2* 

innerhalb desselben durchaus stetig und auch eindeutig. Damit aber haben wir die 
Gleichung : 

in in 

Jl — rcosflp , I sina)sina(jp , ^ 

— ~ ^. — 2-cosaydcp — r 1 ~ —^ *- — -dff)=0, 
1 — 2rcosy-[-r^ ^ ^ I 1 — 2rcosy4-r* 



2^ 



woraus sich vermöge Gleichung (52) unmittelbar ergiebt, da offenbar J" = 2J" : 





n 




(") I i-Tr7+r- ^^= !'-■-<■ 



Sei jetzt r>l, so kann geschrieben werden: 

n n 

Jsin f/) sin a f/) , 1 j sin c/) sin a (/) , 

l_2rcosy- M^^y = l^ "i— 2 -— d^- 
" r 

Da aber im Integral rechts — < 1, so ist vermöge der vorigen Gleichung 



n 

TT 



,-, . j sinffsinao) , n /1\*-^ 

(^**) J l-2rcosy + r» ^"^ = ^ [t) 



.— a-l 



, r>l. 



31. Beispiel. 



n 

Jcos a cp , 
1 + pcosy ^ 



r* 



Man bemerkt leicht, dass l-\-2TC0S(p = l-|-z-j ; wir gehen daher aus von 

z 

F(z) = 



womit 



' z 



t:i/ f«,\ r»(cosatf)+isinacr)) 
^ ^ 1 4* 2 r cos ^ 



Die Unstetigkeitspunkte unserer Funktion f (z) = — ^, die rational — denn 

z 

unter a hat man sich eine positive ganze Zahl vorzustellen — sind 



:}=- -2*1^130. 
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Ist 2r<l, so bedeuten die a zwei reelle, also auf der X-Achse gelegene Pole. 
Es fragt sich nun, ob unter dieser Bedingung beide Unstetigkeitspunkte innerhalb 
des Integrationskreises liegen oder nur 1 oder vielleicht keiner von beiden. 

Sei nun also 2r<l, so ist r< -, also z. B. r = -^ e, wo £ eine beliebig 

kleine positive Grösse ist. Damit 



«.1 _ 1 
aj 2 



= — -o ± V6(l— €) = — Y ± Af, WO A> 1 ; 




%n 




denn ^€{1 — s) >e. Hierausist aber ersichtlich, dass 
der Pol z ;= «2 ausserhalb, z = a^ dagegen innerhalb 
des IntegTationskreises liegt. 

Nun ist 



Res - 



F(a,) 



(— l + VI-4r2y 



a. 



2*Vi — 4r2 



Und da dieser Wert unter obiger Voraussetzung ein 
reeller ist, so ergiebt sich vermöge Formel (G) — wenn 
wir Reelles und Imaginäres gleich trennen — als reeller 
TeU: 



cos a (/) 



1 + 2 r cos y 



d<jP = -^^3T^a 



TT _ (— 1 + Vl — 4r0' 



Vl~-4r 



in 



Schreiben wir hierin p statt 2r und bedenken, dass J =2j , so kommt: 







(55) 




cosa^ , TT / — 1 

1 + pcosy ^"""Vi—j^V 



- 1 + Vi - p» \' 



(f = n — & gesetzt, giebt, da cosa(7r — d) = {— l)*cosa^, unmittelbar 



-- . I cosaf/) j TT /l — Vi— p^\* 

55a) .... I . ' - - d tf) = - __- I - I } P 

^ J 1 — pcosy ^ Vi _p2 V p / ' *^ 



<1. 



32. Beispiel. 



Wir gehen aus von 




1 2rcoS(/) + r« ^ 2 '^• 



.8 



2r — z 



F(z) = 



(l-z)(l 



z 


2rz — z* — r* 

(l-z)(z-r') • 


z 
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denn wir erhalten so: 



■r^/ IX 2r(l — costf)) 

^ ^ 1 — 2rcosy + ] 



sin^ 



2 rsiny y 

1 — 2rcosy + r* ^ 2 ' 



F(z) 
Unsere eindeutige Funktion f (z) := — ^^-^ wird unstetig für z = , z = 1 . und 

z = r^. Nehmen wir den Halbmesser des aus dem Ursprung beschriebenen Integrations- 
kreises r < 1 an, so liegen innerhalb dieses Kreises die Pole z = und z ^^ r*, dagegen 
kommt z = 1 ausserhalb desselben zu liegen. Nun ist 



F(a) _ 



Res ^-^^^ = 1 



und 



F(a) 



Res 



sonach giebt Formel (G) die Gleichung 

1 — 2rcosy-j-r* 2 ' 




(1 -r) 



l+r ' 



2r \ ' l + r/~ 1+r ' 



2n ^ 

aber J" = 2 f , somit 



(56) 



siny 

1 — 2rcosy 



--L^s-tg-f dy = -r^, r<l. 



+ r' 



1+r 




Es besteht diese Gleichung aber auch noch für negative 
r > — 1 *) , so dass sich die Gültigkeitsbedingung unserer 
Formel schreiben lässt 

r*<l. 

Um den Wert des vorgelegten Integrals für r > 1 , bezw. für r* > 1 zu bekommen, 
schreiben wir: 

tg 



Jsiny 
1 — 2rcosy 



+ r' 



ö) , ^ (* sintp X 9» j 



1 



Da aber im Integral rechts — <1, so ist vermöge der vorigen Gleichung: 



(56.) 




smiy) 



1 — 2 r cos (f -\-t 



j-tg-^-d<jp=^ 



1 + 



!^_ = -"- - r«>l 

1 r(r + l)' ^ 



Es kann dieser Wert natürlich auch wieder hergeleitet werden, ohne dass wir uns 
auf Gleichung (ö6) berufen. Ist nämlich der Radius des Integi'ationskreises r > 1 , so 



*) Siehe die bezügliche BemerkQDg hei Beispiel 29. 
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kommt der Pol z = r* ausserhalb desselben zu liegen, der Pol z = 1 dagegen innerhalb ; 
das auf z = 1 bezügliche Residuum aber 

somit, wenn wir gleich zu J* übergehen: 

u 

sinqp (p^. 2yr /^ . 1 — r \ yr 2^->i 

1 — 2rcos</)-(-r» ^^Y^^" 4r \ "^ 1 +r j "" r(r+ 1) ' ^ -^ 

u 

33. Beispiel. 1 r-u—^-^ *)• 

f a -{-bcosy -f- csmy ^ 

u 

Es ist: 

z -\ = 2rcosy und — ijz 1 =2rsing); 

wir gehen daher aus von 

P(z)= * ^ 




a + b,(z + -^)-ic.(z-4) (b.-ic.)(z-«.)(z-a,)' 

WO «j und «2 die Wurzeln der Nennerfunktion. Für 2b^r schreiben wir b, für 2 c, r 
aber c; dann wird 

F (r e«^) = -r —, : . 

^ a-|-bcosg) -f-csiny 

F(z) 
Unsere rationale Punktion f (z) =^ — >-^ wird unstetig für 



a,\_ — a + Va^ — 4r^(b,^ + c,^) _ — a + Va'" — (b^'+ c*^)^ 



«2J 



2(b, -ic,) b — ic 



Sei nun a^ > b* -f c^ , so ist Va* - (b-* -f c'*) — welchen Ausdruck wir kurz mit 
dem Buchstaben d bezeichnen wollen — reell, und wir haben 



a, 1 _ _- a + d_ , _ r_(-~ a + d)_b_ , . (--^a + d)_"| 
aj"" b -ic^'~~L l)'i-c^ b'^ + c^J 



r. 



Es fragt sich nun, ob unter obiger Bedingung beide ünstetigkeitspunkte innerhalb 
des aus dem Ursprung mit Radius r beschriebenen Integrationskreises liegen, oder ob 
nur 1 oder keiner innerhalb desselben fällt. Setzen wir für den reellen Teil von a, 
kurz A, für den mit i multiplizierten //, so dass also 

so wird sein 

«2 = ^ — Uh 



*) Es findet sich dieses Integral, anch für komplexe a, b, c behandelt, in Grunert's Archiv, Band 55. 
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und damit 

«2 1^ 2 ( ^ JT ^) 2 

^ -t^i — b« + C^ ^' 

Es gilt also nachzuweisen, ob ^^ ^^^1. 

Nun aber ist offenbar unter der Bedingung a* > b* + ^% ^.Iso für a > d > 0, 

(— a + d)« _ Ja — d)« _ a — d_ 
b«"-i-c« ~ a« — d^ ' ~ ä + d "^ ' 

d. h. der Pol a, liegt innerhalb des Integrationskreises; und weil 

(- a - dy _ Mid 

b^ + c2 ■" a — d -^ ' 

der Pol a^ ausserhalb desselben. 
Nun ist 

ResJ^)- = 2r _ 1 _ 1 




«1 («I — «o) (b — i c) d y a« - (b« + c«) ' 

sonach 

(57) .... f-:^^— ^ y . =-— ..1^^^^, a^>b^ + cl 

■ "+bcosy + csiny ya2 _ (b2 4- c^ ' 

Sei jetzt a* < b* + c^. Bezeichnen wir dann den reellen Bestandteil von Va^ — (b* + c*) 
der Kürze halber wieder mit d, so ist 

a,l -a + id P — ab + cd , . — ac + bdl , , . 

ffgi b -ic L b* -(- c^ ' b^ |- c- J ' ri 

womit 

«21 2 ^ l~ 2 

aber d* = b* -}- c* — a*, giebt 

A» H- /«« = r«, 

d. h. a^ und a, liegen beide auf dem Integrationskreise. 
Nun ist 

«I («I - - «2) (P — 1 c) a, K -- «1) (b — 1 c) 

Damit aber können wir, indem wir uns des in § 8 Gesagten erinnern, unmittelbar die 
Gleichung anschreiben : 

(57a). . Hptw. , , ~^'^, . =7r(— id + id) = 0, a«<b« + c^ 

^ ^ I a + bcosy + csinc/) ^ ' '^ 7 --- 1 » 

u 

dem allgemeinen Integral aber kommt unter dieser Bedingung kein bestimmter endlicher 
Wert zu *). Ganz ebenso verhält es sich für a* = b* -|- c*. 



*) s. § 9. 



6* 
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34. Beispiel. 



JeP<'«svcos(psiny) , 
cos y ^' 



.2 



Bedenken wir, dass z-| = 2rcoSf/) und e** = e*'^*'*»'fcos(arsiny) -f-isin(arsiny)], 



SO werden wir ausgehen von 



' z- 



ze 



az 



z^'+r 



2 t 



womit 



P(re*''') =r 



ßarco8V'[^cos(ar sinr/)) + isin(arsiny)] 

2rcosy 



Die beiden Pole unserer eindeutigen Punktion — --- liegen auf dem aus dem Ur- 

z 

Sprung mit dem Halbmesser r beschriebenen Integrationskreise; dem allgemeinen Inte- 
grale kommt demnach kein bestimmter endlicher Wert zu*). Indessen wollen wir doch 
seinen Hauptwert bestimmen, der ein endlicher ist, da die Integrale über die unendlich 
kleinen, halbkreisförmigen Ausbiegungen in Bezug auf die beiden Pole z = +ri endliche 
Werte — nämlich die mit n\ multiplizierten Residuen**) — annehmen***). 

Nun ist 



F(a,) 



sonach 



Res 

a,=rl «, 



»arl 



2ri 



- und Res 



F(a.) 



ari 



02= — ri öj 



-2ri 



%n 



I e""*'*»'fcos(arsina))4-isin(arsina))] , Fe»" e-"'"I 

Hptw. I 2^^^^^ dy = 7r|_^^--2^J. 



Durch Trennung des Reellen und Imaginären: 

I e^^^^^^^^cosfarsin^/)) , 
Hptw. I ^ ^dtf) = 27rsmar, 

1 COS(^' ^ 




und 



%n 



TT i. I e*'*'<»»'sin(arsina)) - 
Hptw. I ^^ ^^ d ö^ = 0. 

f COS(/) ^ 



Wie man leicht sieht, ist diese letztere Gleichung 
evident. 



2» 



Bezüglich der ersteren gilt^/^ == 2 /; undschrei- 



ben wir p statt 2r, so kommt: 



*) s. § 9. 
**) s. § 8. 

) 8. § 10. 
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(58) 



. . Hpt 



JßP 008 9» cos (p sm O)) 
cos 9 



dfjp = TT sin p, 



n 



das allgemeine Integral selbst, d. h. das in den Unstetigkeitspunkt -^ hineingeführte 

Integral aber hat keinen Sinn. 

Bierens de Haan, der in der That den Wert c» angiebt, sagt von dem von 
Schlömilch angegebenen und mit dem eben gefundenen fibereinstimmenden Resultate, 
dass es „falsch" sei. 



35. Beispiel. 




lg(l + 2rcosy-{-r*)df/). 



Wir gehen aus von 

F(z) = lg(l + z); 

denn wir erhalten so, wenn wir den Zweig der einfachsten Funktionswerte in Bezug 
auf diese vieldeutige Funktion herausgreifen: 



F 



(re*^) = — lg(l -{- 2 r cos ff -{- r^ + i arctg ^-p 



Tsinq> 



rcosqp 

Nun ist z = — 1 ein Verzweigungspunkt der Funktion lg(l -|- z); lassen wir daher 
den Radius r des aus dem Ursprung beschriebenen lategrationskreises <; 1 sein, so liegt 
innerhalb desselben nur der Pol z = 0. Da aber 



so wird 



(59) . . 



und 



F(0) = 0, 



an 




lg (1 + 2rcosy -|- r-)dy = 0, r < 1 



2n 



(60) . . . arctg^-4^^5^--da) = 0, 

) 1-f-rcosf/) ^ ' 



= 0, r <: 1. 




Sei nun r > 1, so kann geschrieben werden : 
I lg(l + 2rcosi/)H-r«)df/>= j lgr«dc/>+ j lg(-^4 



cos 



y + ljdy. 



1 *" 

Das zweite Integral rechts verschwindet aber, da — < 1 ; und da^/lgrMy = iyrlgr, 

r n 



so ergiebt sich 



(59 a) 



2n 




lg(l -\-2TC0Sfp-\-r^ig> = 47rlgr, r> 1. 



u 
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Die für r < 1 und r > 1 gefundenen Werte 

des Integrals J"Ig(l + 2r cosy -f" J**) ^^9^ ^^ *^or- 

mel (69) und (59 a) fallen f ür r = 1 in einen und 
denselben Wert (0) zusammen; das Integral, als 
~r Funktion von r betrachtet, hört also f ür r = 1 
nicht auf stetig zu sein. Als Descartes'sche 
Darstellung erhalten wir etwa den in neben- 
stehender Figur verzeichneten Verlauf von J(r). 



Da femer f = 2 f , so können wir auch schreiben : 



n 

9b). . . . l lg(l + 2rcosy + ^^)d9' = I 2 ^ , je nachdem r^ 1. 



TT i. 11 -.»,' . 1 . . 11 



Da endlich cosy von bis - dieselben Werte hat wie von -^ bis tt, nur dass 

diese alle negativ sind , so dass — 2 r cos y , wenn r/) von bis n geht, genau dieselben 
Werte hat wie -}-2rcos9) unter derselben Voraussetzung, so lässt sich schreiben: 

n 

(59c) .... j lg(l + 2rcosy-f-r*^)d<p = I 2 ,, je nachdem r^l. 



Setzen wir r = 1, so kommt: 



2(l + cosf/))d9 = 0, 



woraus 





(69d) I lg(l4-cosc/?)dqp == — 7rlg2. 



Und da 1 -|- cos r/) = 2 cos^ -^ , so ergiebt sich hieraus nach einiger Umformung das 
weitere Resultat 

n 

59 e) I lgcosydf/)= — -^Ig2. 



I IgCOSy df/) = — "7 




36. Beispiel. I lg ( 1 + 2 r cos r/) -f- r'^) cos a y d r/). 



wo a eine positive, ganze Zahl ist. 
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Wir gehen aus von 

F(z)=:z-lg(l + z). 

Greifen wir den Zweig der einfachsten Funktionswerte in Bezug auf die vieldeutige 
Punktion lg (1 -f- z) heraus, so können wir schreiben : 

P(re*^) = r'^ (cos a r/) -[- i sin a (jp) I -^lg(l + 2rcos9)-f-''*) + ^^^^^S i i ^ — \ 

Da z = 1 ein Verzweigungspunkt der Funktion lg (1 + z) , so werden wir den 
Radius r des aus dem Ursprung beschriebenen Integrationskreises <C 1 wählen müssen. 
Alsdann aber ist unsere Funktion F(z) innerhalb desselben und auf demselben durchaus 

stetig und eindeutig. Da nun 

F(0)=0, 

so haben wir vermöge Gleichung (H), wenn wir gleich die Trennung des Reellen und 
Imaginären vornehmen, 

1 C C rsin 

(*) • 9 I lg(l + 2rcosr/)-}-r2)cosa(/)d<jp — I sin a r/) arctg --r- ^ A<p = 0, 



Der Wert des Integrals rechter Hand aber ist leicht auf folgende Weise herzuleiten: 
Es gilt für r < 1 die Entwickelung 

. rsinrp 1 . 1 « • o i 1 s • h i 

arctg-r -i ^ — = .- rsiufip — ^ r^ sin 2 cp -{- -^ r'* sin* «p h. . . 

^ 1-f rcosf/) 1 ^2 ^ ' 3 r \ 

in (0 

Erinnert man sich ausserdem daran, dass J^sina</)sinn9)d9) =< , je nachdem a und 



"{ 



verschieden , , 

, . , , so haben wir 
gleich ' 



in 2n 

I sma.rarctgy^^^^-d«jp = (— 1)«-»-^ I smHfpdcp 



r" 





Damit aber vermöge Gleichung (♦) 

2n 

r» 




lg(l-[-2rcoSf/)-|-r*)cosar/)d(jp = 2n{— 1)*-^ 



a 



in n 



Weil aber J =^2j^ so erhalten wir 




n 

c 

(61) lg(l + 2rcoSf/)4-r*)cosaydf/) = 7i;(— 1)*-^ — , r<l. 



Sei r> 1. Alsdann setze man wieder — statt r, womit sich ergiebt: 
(61a) . . . I lg(l + 2rcosy + r«)cosa9)d(p = 7r(— 1)»-^^-^, r>l. 



7\ 

...J, 
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Dieselben Überlegungen wie die bei Beisp. 29 in Bezug auf Gleichung (öl) ge- 
machten, lassen uns statt der Bedingungen r •< 1 und r >> 1 die resp. Bedingungen 

r*<l und r»>l 
schreiben. 

Beide Formeln (61) und (61a) gehen für r = 1 in den Wert ( — l)»-'— über; das 

Integral, als Funktion von r betrachtet, hört also für r = 1 nicht auf stetig zu sein; 
wir erhalten 




lg (2 + 2 cos qp) cos a f/) d r/) = — ^^ 



(61^) 



n 

37. Beispiel. I lg(l — 2rcosf/)4-r*) — ^~- 



Wir gehen aus von 



so dass 



' z 



lg(l — 2rcos(iP + r^) — iarctg-;^ Jf 

T7\/ ^r\ 2 ^ 1 — r cos q> 

F(re'»^) 11= ^ 



2rcosr/) 

für den Fall nämlich, dass wir den Zweig der einfachsten Funktionswerte in Bezug auf 
die Funktion lg(l — z) nehmen. Da z = 1 ein Verzweigungspunkt dieser vieldeutigen 
Funktion ist, so lassen wir den Radius r des aus dem Ursprung beschriebenen Inte- 
grationskreises <C 1 sein. Auf diesem Kreise liegen die beiden Pole z = + r i, die wir 
durch unendlich kleine halbkreisförmige Ausbiegungen ein- oder ausschliessen können. 

Innerhalb dieses Kreises ist F(z), aber auch f(z) = — —~ durchaus stetig; wir haben 

also nur die Residuen bezüglich der Pole z = + r i zu bilden : 

Res -?>)- = W-J^)^ Res l^ ^ k!Lp^^ 
a=ri a 2ri «= -ri « — 2ri 

und erhalten so*): 

TT 4 I o ^»(1 — 2rcosy + r^) -iarctg '-— "^^--- 

Hptw. 12^ ^ ' ^ \ -vcosif . u , 1 — ri n 

i :?_(i^/)= lg __ = arctgr. 

e/ 2rcos</? ' 2ri *^l+ri r 

Durch Trennung des Reellen und Imaginären: 

in 

Hptw. I lg(l — 2rcoSf/) -f r^ — — = — 47iarctgr, r < 1, 



♦) 8. § 8. 
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und 

Jrsiny 
^ 1 — rcosflp - /^ ^ i 
^ d o) = 0, r <• 1. 
cos«) ^ 

Da in Bezug auf das erste dieser beiden Integrale das bei Beisp. 29 bezüglich 

Formel (51) Gesagte auch hier Anwendung findet, ausserdem J"= 2 J" ist, so kommt: 



(62). . . . Hptw. I lg(l— 2rcos9) + r«)^^= — 27rarctgr, r2< 1; 



das in r/) = -^ hineingeführte Integral aber ist unbestimmt*). 

Mit diesem Resultate ist das von Schlömilchin seinen Beiträgen (II, 1) gefundene 
identisch. Bierens de Haan giebt den Wert cx> an und sagt »Schlömilch trouve fau- 
tivement — 2 tt arctg r « . 

n 


Wie man leicht sieht, haben wir auszugehen von 

P(z) = (l + z)^ 

Da diese Punktion, im Falle, dass a ein rationaler Bruch oder eine irrationale Zahl 

ist, im Punkte z = — 1 einen Verzweigungspunkt besitzt, so werden wir den Radius r 

des aus dem Ursprung beschriebenen Integrationskreises < 1 wählen müssen ; es befindet 

sich dann innerhalb desselben nur der Pol z = 0. 

Nun ist 

F(0) = 1, 
somit giebt Gleichung (H) 

(l + re*»')*dy = 2n, 



Wählen wir in Bezug auf die vieldeutige Funktion (1 + z)* den Zweig der ein- 
fachsten Punktionswerte, so können wir schreiben: 

— i a arctg 




(1 + r e» V)* = (1 + 2 r cos r/) + r^ ^ e i+rcos y. 

Daher ist, wenn wir gleich die Trennung des Reellen und Imaginären vornehmen und 

2/r n 

bedenken, dass J = 2 J^ 




(63). . . I (l + 2rcosy-fr*)" cos [a arctg ^ ^^-"^'^ |df/) = 7i, r 



<1. 



♦) 8. § 9. 
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Für r ^= 1 käme der Verzweigungspunkt z ^= — 1, den wir durch eine unendlich kleine 
halbkreisförmige Ausbiegung ausschliessen, auf den Integrationskreis zu liegen. Da aber 
in Bezug auf den Weg, den das Integral geführt wird, 

lim (z4-l)iÜ-^ =zO, für a>~l, 

« = — 1 z 

und dieser lim unter derselben Bedingung auch = für die Ausbiegung des Punktes 
z = — 1 , so gilt unsere Formel auch noch für r = 1, unter der stillschweigenden Vor- 
aussetzung natürlich, dass wir den durch den Verzweigungspunkt hindurchgeführten 
Integrationsweg als die Grenzlage des diesen Punkt nicht treffenden unendlich kleinen 
Halbkreises betrachten. 

Sei endlich r > 1. Alsdann lässt sich jedenfalls schreiben : 

= 1* J I »H c«8«)-4-l| coslaarctg- ; |dtf = 2;i:r\ 




2^ 



Aber f = 2f, sonach 



(63») . . I (1 -{- 2rcosy -|- r*)' cos la arctg , - — \dq> = nv*, 



r>l. 



n 






wo n eine positive ganze Zahl. 
Wir setzen 

und erhalten dann 



a + y a- — 1 cos (jp = z 



und 



— V a^ — 1 sin qp d fjp = d z 

V;, (z"— aT^"*" 
^- a^— 1' 



so dass 



dqp = + — 



i Vi — 2az + z^' 



Während sodann rp die Werte von bis n durchläuft, variiert cos rp von -[-1 bis — 1 

und z von a + Va* — 1 (^i: «,) bis a — V a* — 1 ( _: a^) und zwar in gerader Linie. Da- 
mit unmittelbar 



«^ 



(•) 



f _^±v_ _+i f dz _ 

■ ' ■ ■ ■ I (a + Va* — icos<y.)° + i i I z"+iVl — 2a 



— 2az + z' 



Für die Funktion f (z) = - - ,_ - -^ ist z = ein Pol und die Punkte 

zn + iyi_2az4-z^ 

a, =a-|- Va* — 1 und a^ = A — Va'— 1 sind 2 Verzweigungspunkte derselben, in denen 
sie ebenfalls oo wird. Wir umgeben nun den Pol z = mit einem (aus dem Ursprung 
beschriebenen) oo kleinen Kreis c; ferner jeden der beiden Verzweigungspunkte a, und 
a^ mit einem solchen Kreischen /, und y^, beschrieben aus a, und a^ und fugen ihnen 
die sie verbinduiden, parallel zur Centrale a^ a^ und zu beiden Seiten dieser verlaufenden 
Geraden hinzu; endü^ beschreiben wir aus dem Coordioatenursprung den <x> grossen 
Kreis U. Alsdann ist die zu inUgrierende Funktion f (z) der komplexen Variablen z in 
dem (3fach begrenzten) Flächenstück T, das begrenzt wird von U, c und der hantei- 
förmigen, die beiden Verzweigungspunkt a, und a, eiaschliessenden Begrenzung c, synek- 
tisch. Ausserdem wird beim Umkreisen sowohl der den 
Pol z :^ umschliessenden Begrenzung (c) als auch 
derjenigen (c,) der beiden Verzweigungspunkte der 
Wert von f (z) nicht geändert*). Demnach gilt [s. Fuss- 
note **) zu 1} 1] die Gleichung 



(■■ 



■J=H 



J= 



2niResf(Ü) = 2;iiB,, 



wo B, der Koeffizient des Glieds — in der Entwicklung von f(0 + u) («■ § 2). Nehmen 

wir von den beiden Werten von - , denjenigen, der für u = den 

Vl-2au + u" 
Wert -\- 1 annimmt, so gilt 

-—^_^=^_- = 1 + Ä, u + A„ u» -f . . . + A„ u" + . . . , 
VI — 2au + u* 
wo 

^ ^_l_ (!"(»'- !)■ 
" 2".n! da" 

Damit aber 

B, =A„, 
und es folgt 

2;ri d°(a'-l)" 
2" . n ! da" 



f 



*) Denn beim Umkreisen von o, ändert die Fnnktiun Vi — 2aB + «' ihr Zeichen. Die Centrale 
11, R, aber wird nicht flfaerBchritten ; ehe z zu Bcinem alten Werte znrttckkehrt, bat es auch o, zu nmkrelsen, 
wobei das Zeichen von Vi — 2az-|-z* nnchmals nniBchlägt nnd diese Fnnktion also ihr onprDngUches 
Zeichen wieder erhält, so dass in der That die zu integrierende Funktion f(z) beim Umkreisen anch der 
inneren Begrenzong c, ihren Wert nicht ändert. 
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Ferner ist, da offenbar 

limz. f(z) = 0, 



Z=QO 

J- 

u 

Sodann ist das längs der hanteiförmigen Begrenzung c, genommene Integral 



H^H^J- 



Ol r« «« Ti 

Aber 

lim(z — «,) f (z) = und lim (z — a^) f (z) = 0, 

Z S Ol 2=0] 

somit 



1=0 und =0. 



Anderseits ist 



H^ 



denn die Werte, welche die Funktion f (z) bei diesen beiden Integralen in den korrespon- 
dierenden Punkten annimmt, sind gleich und entgegengesetzt und das Differential dz 
hat entgegengesetztes Zeichen. Damit aber geht unsere Gleichung (**) über in 



-j 




O Gl 

woraus, wenn wir für J den oben gefundenen Wert einsetzen. 



o 




n\ d"(a2~l)" 



2".n! da" 

Ol 

und somit vermöge Gleichung (*) 



jt 



f d^_ 

J (a + Va^-l 



(64) I ^=^ = + -^ A^i^^^lY 

^ ^ ' ' ' ' I . . -r„ -cosc/))" + ^ " 2°.n! da° 



Es bleibt nun noch zu untersuchen, welches Zeichen dem Integi^al zu geben ist. 
Für den besanderen Wert a = + 1 nimmt das Integral links den Wert -|-7r| =S^(p 1 

TT d" fa^ l)*' r T 

an, und da die rechte Seite der Gleichung - — a~^ — — I - - ^^n I ^^ solchem 

^ • n ! Q a I I 

Falle = TT (+ 1) = + yr, so ist das Zeichen -|- zu nehmen. 
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Für den Wert a = — 1 nimmt das Integral den Wert n(— 1)"+' 1 = 






Tis SO ist 



an, und da die rechte Seite der Gleichung in diesem Falle = 7i:( — 1) = 
diesmal das Zeichen — zu nehmen. 

Dieser Zeichenwechsel kann nur daher rühren, dass die beiden Glieder unserer 
Gleichung Funktionen von a darstellen, für welche beim Übergang des Arguments a 
von -f- 1 zu — 1 dieses durch einen Wert geht, der ent- 
weder die beiden Funktionen zu oder aber die eine 
derselben unstetig macht. 



Nun ist aber die Funktion ^ ^ ^ — — 

da" 



eine 




stetige Funktion von a und wird zu nur für einzelne 
Punkte, denen man beim Übergang von einem Wert 
des a zu einem andern (speziell oben von + 1 zu — 1) 
immer ausweichen kann. 

Das Integral J dagegen kann unstetig werden; 

nämlich dann , wenn der Nenner a -[- Va* — 1 cos y in- 
nerhalb der Integrationsgrenzen zu wird. Es trifft 

dies zu, wenn Va* — i reell und abs. > a oder a* — 1 reell und > a*, was nur möglich, 
wenn a^ reell und negativ oder a selbst eine rein imaginäre Grösse, d. h. a ein Punkt 
der Y-Achse ist. Die Y-Achse ist also die Grenzlinie zwischen denjenigen Werten von a, 
für welche man das Zeichen -|- und denjenigen, für welche man das Zeichen — zu 
nehmen hat. 

Unser Integral f, das für rein imaginäre Werte des Parameters a, wie wir eben 

gesehen haben, seine Stetigkeit verliert, existiert aber für solche Werte überhaupt nicht ; 
denn der im Falle eines rein imaginären a auf die Y-Achse zu liegen kommende In- 
tegrationsweg a^ «2, dessen beide Endpunkte a^ und a, zu beiden Seiten des Koordinaten- 
ursprungs liegen, führt durch den Pol z = der Funktion f (z). 



